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许 海峰 一 枪 打 破 了 “OQ” 的 纪录 ， 奥 林 匹 克 体 育 吸引 着 千 
家 万 户 。 相 比 之 下 ， 另 一 个 奥运 会 一 一 奥林匹克 数学 竞赛 就 
鲜 为 人 知 了 ,为 了 进一步 落实 邓小平 同志 “三 个 面向 ”的 指示 ， 
提高 整个 中 华 民族 的 数学 水 平 ， 全 国 性 的 数学 竞赛 已 空前 活 
跃 ， 数 学 奥林匹克 正在 吸引 着 越 来 越 多 的 中 学 教师 和 学 生 。 
但 是 不 少 人 或 者 对 数学 本 身 的 偏见 ， 或 者 缺乏 对 奥林匹克 数 
学 竞赛 的 了 解 ， 使 之 过 上 了 一 层 神 秘 的 面纱 ， 面 不 敢 问 津 。 
为 了 提高 广大 青少年 中 数学 爱好 者 的 参赛 兴趣 ， 使 他 们 充满 
信心 走向 世界 ， 进 军 数 学 奥运 会 ， 为 国 争 光 ， 必 须 解 开 奥 术 
匹克 数学 竞赛 之 迷 ， 这 正 是 本 书 的 宗旨 。 

本 书 是 根据 作者 在 省 内 外 的 数学 竞赛 研讨 会 或 培训 班 上 
的 讲授 提纲 和 积累 的 大 量 资料 整理 而 成 的 。 它 以 专题 讨论 的 
形式 较为 系统 地 总 结 了 参加 中 学 数学 竞赛 的 基本 知识 和 基本 
方法 ， 为 参赛 者 提供 了 一 把 打开 数学 奥林匹克 大 门 的 钥匙 。 
书 末 附录 对 数学 奥林匹克 大 门 的 情况 作 了 简要 介绍 ， 并 分 年 
级 提供 了 部 分 赛 前 模拟 题 ， 供 参赛 者 自我 检查 ， 也 可 供 辅 时 
老师 参考 。 书 中 例子 基本 上 选 自 国内 外 数学 竞赛 试题 ， 以 增 
强 真 实感 和 实用 价值 。 本 书 拟 分 两 贞 出 版 ， 第 一 册 为 初中 数 
学 内 容 ， 第 二 册 为 高 中 数学 内 容 。 

国内 外 的 实践 充分 证 明 ， 抓 好 数学 竞赛 可 以 激发 学 习 数 
学 的 兴趣 ， 可 以 推动 数学 课外 活动 的 开展 ， 有 利于 提高 学 生 
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思想 品德 素质 ， 拓 广 知识 视野 ， 开 发 智力 ， 培 养 能 力 ， 有 利 
于 及 早 发 现 和 培养 拨 尖 人 才 ， 也 有 利于 促使 教师 业务 水 平 的 
提高 ， 意 义 十 分 重大 。 我 们 欣喜 地 看 到 ， 在 坚持 四 项 基本 原 
则 和 改革 开放 的 大 好 形势 下 ， 各 级 奥林匹克 学 校 象 雨 后 春 答 
纷纷 出 现 ， 为 在 全 国 范围 内 选拔 培养 优秀 人 才 创 造 了 良好 条 
件 ， 我 国 中 学 生 数 学 竞赛 水 平 正在 迅速 提高 。 我 们 相信 : 数 
学 奥林匹克 将 和 体育 奥 宁 匹克 一 样 ， 受 到 越 来 越 多 的 人 的 重 
视 和 欢迎 。 

限于 编者 水 平 及 资料 限制 ， 书 中 可 能 存在 不 受 之 处 ， 请 
同行 和 数学 爱好 者 们 批评 指正 。 
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第 一 讲 
数学 竞赛 中 的 解 题 策略 


解 题 ， 不 同 的 专家 教授 、 数 学 工作 者 有 其 不 同 的 解 题 
观 : 

美国 数学 家 加 涅 认为 : 当 我 们 碰 到 问题 情境 时 ,我 们 或 是 
原封 不 动 地 搬 用 先前 学 过 的 原理 ， 或 是 组 合 若 二 原理 从 而 发 
现 新 原理 来 解决 问题 . 

苏联 学 者 弗 里 德 曼 认 为 解 题 应 由 分 析 题 意 、 作 出 图 示 、 
找 解法 、 进 行 解 、 检 验 解 、 讨 论 、 陈 述 解 、 分 析 解 等 共 作 
步 。 

我 国 一 些 数学 工作 者 把 解 题 分 为 五 步 ， 认 真 审题 、 转 化 
条 件 ， 紧 扣 条 件 ， 展 开 思 路 ;运用 分 析 、 执 果 索 因 ; 严格 推 
证 ， 规 范 表 达 ， 自 觉 检 验 ， 发 展 提高 。 

美国 数学 教育 家 玻 利 亚 认为 解 题 应 有 四 个 步骤 分 析 问 
题 ! 拟 好 计划 ;实行 计划 ;验算 所 得 。 他 大 声 疾 呼 ， 某 些 问 
题 的 解决 ， 关 键 在 于 茶 一 程序 ， 菜 种 行动 的 次 序 . 

综观 上 述 各 察 之 谈 可 以 看 出 ， 昌 然 他 们 的 说 法 各 异 ， 但 
其 共同 点 都 是 要 安排 出 解 题 顺 序 ， 也 就 是 要 制定 一 个 我 们 所 
谓 的 解 题 策略 。 

正确 认识 思维 和 解 题 的 关系 ， 才 能 正确 制定 解 题 策略 ， 
苏联 心理 学 家 吉 洪 米 诺 夫 说 :在 心理 中 ， 思 维 被 看 作业 解 感 
活动 : 日 本 基石 精 一 说 ， 从 广义 说 ， 轧 维 是 对 问题 情境 作出 
解决 办 法 所 经 历 过 程 的 总 称 。 这 就 是 说 ， 制 定 解 题 策 略 从 本 


有 


质 上 讲 ， 就 是 进行 符合 逻辑 的 思维 活动 ， 不 能 已 想 ， 政 不 能 
幻想 。 这 里 ， 我 们 谈 谈 数 学 竞赛 中 的 几 种 解 题 策略 、 

一 、 抓 住 特征 ， 攻 其 要 害 

如 同 世 界 上 各 种 不 同事 物 都 有 自己 的 特征 一 样 ， 数 学 竞 
赛 试题 也 有 自己 的 结构 ,状态 等 特征 。 重 视 捕捉 试题 的 特征 ， 
攻 其 要 害 ， 寻 求 巧 解 ， 是 制定 解 题 良 策 的 一 个 主要 源泉 ， 

(一 ) 数量 特征 

例 1 (第 三 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 

设 a，6 与 为 正 整 数 ， 且 满足 等 式 c = (a+ bi) 107i, 其 
中 122= ~ 1， 求 c 的 值 ， 

思考 ， 已 知 式 易 化 为 

~ 3ab2 ~ c) + (3a2%b — b3)i= 107i, 
于 是 ~-3ab2~c=0 (1) 
302b ~ b3 = 107 (2) 

这 是 由 两 个 等 式 ( 或 方程 ) 求 42，6，c 三 个 未 知 数 的 特殊 
问题 ， 它 启发 我 们 去 寻找 特征 量 。 不 难 发 现 107 是 质数 的 数 
值 特 征 . 于 是 由 (2) 有 68(302--B)=1x107， 即 b= 1 或 2= 
107( 经 验算 6= 107 不 合 ， 舍 去 )、 故 可 得 a= 6， 代入 (1) 得 
c= 198, 

例 2 (83 年 瑞典 奥林匹克 竞赛 题 ) 

1, 2+3, 4+5+6, 7+8+9+10, 。 

求 第 ”组 的 和 。 

思考 要 求 第 "组 的 和 ， 显 然 需要 知道 前 *- 1 组 的 项 数 ， 
抓 住 这 一 数量 特征 ， 问 题 不 难 解决 。 事 实 上 ， 因 为 前 -1 
组 的 项 数 为 

1+2+3+.+ (nD) =n 1). 


于 是 第 组 的 和 为 


1 1 
[ve- 1)+ 1] 十 (Bncn- D+ 2] + 


+ (rn- D+n]= Bn) + 。 


(n+ 1)= 二 CI 二 1)。 


例 35 第 十 六 局 加拿大 数学 奥林匹克 试题 
任 给 七 个 实数 ， 证 明 其 中 有 两 个 数 ， 称 为 x， 2 满足 


0<» < 
1+Xy 3 
思考 ， 注 意 到 0,- 的 数量 特征 和 这 二 的 结构 特征 ， 


可 用 换 元 法 转化 为 证 tg0<- 2 肋 一 < 区 苇 ， 进 而 转化 


为 求证 0<<a ~ p< ， 这 易 由 抽 居 原则 来 获得 。 


i i se 
负 或 同 非 正 。 
不 妨 设 有 4 个 数 同 为 非 负数 ， 记 作 tgai，tgasy， tga.,, 
tga4。， 这 里 &1，Q2，Q3， Q4 皆 为 锐角 或 0。 
旦 ni Tn nT Nn AX 
于 是 ， 在 [0, 志 |]， (3; 入 |， [3， zj] 中 ， 再 根据 抽 屋 
原则 知 至 少 一 个 区 闻 内 应 含有 两 个 角 ， 不 妨 记 cx:<cs 且 Ci、 
as 落 在 同一 区 闻 ， 有 0<Qs - Cs ,车 令 y= tq1sX = tgas， 
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则 有 tg0< tg(as-a0<tge， ee 

(二 ) 式 的 结构 特征 

倒 ] (第 一 届 美 国 数学 邀请 赛 (A41ME) 试 题 ) 

设 两 个 复数 x*，y 的 平方 和 是 7， 其 立方 和 是 10，x+ y 可 
能 取 的 实数 值 中 景 大 的 是 几 ? 

思考 ， 已 知 **++ 好 =7，28 二 中 = 10。 因 为 要 求 出 x+2? 
而 不 是 x 或 y， 王 是 把 前 面 的 方程 改写 凉 


-XY (XY 2XY=7 


(1) 
Xt YI= (Xt YI 3XYCX+ Y= 10 
注意 到 (1) 式 的 对 称 结构 特征 ， 故 设 
5=%+y, P=xy (2) 
将 (2) 代 入 (1) 得 到 
s*~—2p=7 
ed (3) 
s -3p5= 10 
再 从 前 一 方程 解 出 p， 代 入 后 一 方程 可 得 
2.. 
ss- ss( 二 一)= 10 
化 简 得 s-21s+20=10 (4) 


显然 s= 1 是 ( 几 的 一 个 根 ， 于 是 有 
(s—1)(s2+s—20)=0 
即 (s— 1)(s— 4)(s+65}= 0。 
可 见 ，s=x+y 阅 值 都 是 实数 ， 县 大 者 为 4。 
值得 一 提 的 是 ， 以 上 的 推理 中 有 -- 个 跳跃 ，(1》 的 任 他 
解 经 过 替换 当然 是 (4) 的 解 。 但 县 ， 我 们 必须 说 明 (4) 的 最 
大 实 根 也 是 这 样 得 来 的 ， 即 不 是 增 根 . 还 可 更 进一步 说 明 (4) 


人 


的 每 一 个 根 都 不 是 增 根 。 这 个 道 命题 不 是 自动 成 立 购 ， 注 为 
方程 组 不 是 线性 的 。 训 by 任 结 一 个 满 是 (4》 式 的 s， 令 


SsS2—7 a i Ey < ， 
p= .三 二 一 ， 则 用 (4 推出 (3)》 其 次 ， 对 于 这 一 对 (s。 思 ) 


必然 存在 一 对 (x，y) 满 是 (2)， 即 是 22+sz+ p=0 汐 二 祖 ( 可 
能 是 复数 )。 最 后 ， 把 (2) 代入 (3) 就 回 到 了 (1) 也 就 是 说 ， 
存在 (1) 的 一 组 解 (x，y) 使 得 x+ y= s。 
例 2 ”全 俄 中 学 生 数 学 奥林匹克 第 三 阶段 试题 ) 
复原 等 式 x5、3v2 =7850 中 的 数字 x,y,2， 
思考 一 ， 由 所 给 等 式 的 结构 有 ”300 生 3y2 过 400 
县 19<-7850+ 400 之 x5 志 7850 + 300<:27， 福 知 x = 2。 
又 3$yz = =7850+25=3814， 则 得 y=1，z=4。 
因此 有 x=2，y=1, z=4。 


思考 二 ;因为 7850 =2Xx52.157, 所 以 x5= 5?= 2S， 
3y2 = 2.157= 314， 于 是 得 到 x= 2,，y=1，2=4。 


济 5 (85 年 奥 一 一 波 数 学 党 赛 题 ) 
求 出 下 列 方 程 组 的 所 有 实数 解 x、y， 
0 . 


4 十 22 一 yX3 一 
2 (2) 


老 ， 当 所 给 方程 组 的 结构 ， 我 们 易于 想到 分 别 就 
= 后 % 守 : Se ee 


_9 
=0 Ee 
二 9 
y1= 0， 3 二 人 

第 二 ， 著 x 起 y， 易 知 此 时 Xx、y 均 不 为 零 ( 因 为 二 者 内 要 
其 一 为 零 ， 则 必 都 等 于 零 ), 所 以 我 们 可 以 记 y= hx(8 夺 0， 


kh 二 1)。 于 是 有 


| wet hat ~ ket — x=0 (3) 
9 

| 0 (4) 
R。(3) - (4)， 并 约 去 x2*， 得 

2k(1— Bk)x2+ (RS-1)=0 (5) 
由 于 Ps1 卫 为 实数 ， 则 由 (5) 知 

ls od 一 hk 

次 vv 从 而 » ye 
将 此 代入 (1) 式 可 得 


2 Fs ghs + 2w2=0 


经 验证 知 ， 上 述 两 组 解 也 满足 方程 组 . 
(三 ) 图 形 特 征 
例 1 (第 37 届 美国 中 学 竞赛 题 ) 


如 图 1-1。4B 是 圆 的 言 径 ，C 妃 是 平行 于 4 的 弦 , 且 
AC 和 BD 相交 于 EE， 人 AED=a，、 则 和 人 CDE 和 人 入 ABE 次 面 
积 之 比 是 ( ) 

(A) cosa; (B) sing; (C) cosia; (D) sin?as 
(E) 1~- sina。 

思考 : 观察 图 形 有 ACDE~AABE, 连结 AD: 有 
人 A4DE = 90° 的 图 形 特 征 ， 因 此 

SAepp:Saaps = DE?: AE?= costa 


因此 应 选 答案 (C)。 


(图 1-1) (图 1-2) 


例 2 (86 年 加 使 大 竞赛 题 ) 

定 长 的 弦 S7 在 一 个 尽 4B 为 直径 的 半圆 周 上 滑动 ， 愉 是 
37 的 中 点 ， 忆 是 ?对 4 有 作 重 线 的 垂 足 。 

求证 ,不管 S7 滑 到 什么 位 置 ， 角 SPM 是 一 定 角 ， 

思考 ， 如 图 1-2， 设 0 为 半圆 的 中 心 ， 连 结 Os 与 O7 , 可 
见 贺 形 的 一 个 明显 特征 是 人 SO7 是 一 个 定 角 ， 从 而 LSOM 
也 是 一 个 定 角 。 

又 由 题 设 知道 5S、 忆 、O、 寻 共 圆 ， 因 而 


ASPM = LSOM 

则 知 ”ZSPM 是 一 定 角 ， 

例 3 〈 第 二 十 届 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 

点 财 在 锐角 三 角形 4BC 的 4C 边 上 . 作 A4BM 和 人 
CBM 的 外 接 圆 、 间 当 放 点 在 什么 位 置 时 ,两 外 接 圆 公共 部 分 
的 面积 最 小 。 

思考 如 图 1-3。 设 O、O: 分 别 是 A4BM 与 CBM 外 
接 圆 的 圆心 。 图 形 特 征 表 明 ， 两 外 接 圆 的 公共 部 分 的 面积 正 
是 两 个 以 B 几 为 公共 驴 的 弓形 面积 之 和 。 因 而 只 须 考虑 何 时 
马 形 面积 最 小 。 

注意 到 ~BOM =2ABAM = 常数 ， 

/BOM=2A BCM = 常数. 

因此 ， 研 究 当 马 形 缴 所 对 的 圆心 角 固定 时 ， 马 形 面 积 与 
弓形 粥 的 关系 。 设 圆心 角 为 4， 马 形 弦 长 为 ?， 那么 弓形 的 面 
积 为 b2(a — sinC) 

本 一 4COSC 

由 此 可 见 ， 下 图 中 车 BM 越 小 ， 则 每 个 马 形 的 面积 越 
小 。 所 以 当 BM 是 A4BC 的 高 ， 即 BM L 4C， 计 为 重 足 时 ， 
两 外 接 圆 公共 部 分 的 面积 最 小 。 


《图 1~3》 


例 4 (第 24 届 国际 数学 奥 林 巡 克 试 题 ) 

设 同 平面 上 二 不 等 圆 C!,，Cz( 其 贺 心 分 别 为 01, O2) 相 交 
于 两 点 ， 其 交点 之 一 为 扩 ， 又 设 二 公 切 线 分 别 切 圆 C1 于 P,， 
Q 切 圆 C: 于 Ps，Qs， 而 M,，M: 分 别 为 PiQ 和 PaQs 的 中 
点 ， 求 证 ZOL4Os= AM,AM，. 

思考 ， 如 图 1-4。 由 二 圆 不 等 ,二 公 切 线 必 交 于 一 点 
RR， 显 然 有 R，0O,，0s 三 点 共 线 。 连接 RA， 图 形 特征 表明 
人 OAM~~ 和 人 ORA，; 八 0; 4M ~ 人 人 OR4( 事 实 上 有 0O 4 
=O.P?=OM,. OR; OA?= OP? =OsMs、 OR)， 从 
而 ZO; AM1= LARO1= LOsAM，,，， 于 是 ”L0140,= 
LZM,AM,, 

例 5 《〈 第 28 晶 国际 数学 奥林匹克 试题 ) 

锐角 三 角形 4BC 的 顶点 4 的 内 分 i 线 交 BC 于 L， 又 交 
三 角形 的 外 接 贺 于 N， 过 工分 别 作 AB 和 AC 边 的 各 线 玉 过 和 
ZM， 牌 足 是 瓜 和 M， 求 证 四 边 形 4KVNM 的 面积 等 于 三 角 
形 4BC 的 面积 。 

思考 ， 由 图 1-5 的 特征 表明 ， 只 须 证 明 SAzgw+ Satmy 
=SacrrB+Sapmc。 为 此 ， 作 和 NP1LAB 于 P,，NQ1L4AC 于 
Q， 则 NPJLK,，NQJ1LM, 所 以 

SALEN + SALMN = SALKP + SApMQ 

图 1-5 的 特征 又 表明 只 须 证 Sspp = SAzea。 

事实 上 ， 由 题 设 有 LBAN= /CAN, APN= 
LAQN=90"， 则 BN = CN PN = QN。 于 是 

APNSACQN，BP=CQ 
又 LK =LM, 则 SarBp = Sareg. 

例 6 第 26 届 国际 数学 奥林匹克 试题 ) 


(图 1-6) 


设 4BC 为 三 角形 ， 一 个 以 O 为 圆心 的 圆 经 过 顶点 4 及 
C， 又 和 线段 48 及 线段 BC 分 别 交 于 点 开 及 N， 天 与 V 不 同 . 
A45C 和 AKBM 的 外 接 圆 恰 相 交 于 8 和 另 一 点 M. 求证， 
人 LOMB 为 直角 . 

思考 ， 本题 条 件 中 包含 三 个 圆周 和 七 个 点 ， 这 三 个 圆周 
把 其 中 的 六 点 连 成 一 片 ， 只 有 O 点 显得 孤立 ， 故 可 暂 不 考虑 
OO 点。 在 其 余 六 点 中 ， 又 以 以 点 最 为 重要 ， 因 为 它 是 所 需 证 
明 的 直角 的 顶点 ， 故 可 从 财 点 着 手 考虑 。 

证 明 ， 如 图 1-6， 连 MN， KN, MA, 则 由 B、 M, 
太 、N 共 贺 和 N、K 、A、C 共 圆 ， 得 

LBMN= ABKN= /CC; 

由 3、 以 、A、C 共 圆 得 

ZBMA=180°- /LC, 

则 ZNMA= LBMA- LBMN=180° -2LC, 

又 连 04、ON， 则 从 圆 O 得 到 

ZNOA=2L4C, 
故 ZNO4+ LNMA=180"， 
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所 以 , 六、 放 、A4、0 四 点 共 圆 。 由 于 0 和 4= ON， 于 是 
在 这 网 中 G- = ON， 因 而 它们 所 对 的 圆周 角 相 等 ， 
ZOMA= ~OMN， 


则 LOMN = ANMA =90°- LC, 
LOMB= /OMN + LABMN=(90°- AC)+ LC 
= 90°, 


这 正 是 所 要 证 明 的 、 

上 述 证 法 所 引用 的 知识 都 是 我 们 现行 初中 几何 课本 中 的 
常用 的 定理 ， 计 算 也 非常 简单 。 证 明 过 程 能 进行 得 如 些 顺 
利 ， 很 重要 的 一 个 原因 是 由 于 紧 紧 抓 住 关 键 点 村 ， 攻 其 要 
害 ， 使 问题 迎刃而解 ， 

(四 ) 关 系 特征 


例 1 86 年 全 国 竞赛 题 ) 
边 长 为 9，6，< 的 三 角形 ,其 面积 等 于 十 ， 而 外 接 圆 半径 


为 1， 若 s= VarvVb+tvo,t= 目 + 二 + 十 ， 则 s 与 {的 


关系 是 
(A) st，(B) s=t，(C) st，(D) 不 确定 。 
思考 。 已 知 条 件 中 有 三 边 长 .面积 和 外 接 圆 半径 ,容易 想 


到 它们 之 间 的 关系 .车 用 人 表示 三 角形 面积 , 便 有 入 = 二 ob 


sinC = 06, p= %e ， 因而 cbce= 1, 则 s= VIE+VE+ 


yn = 上 + 二 + 直 =1. 故 (A) 不 成 立 .又 等 号 当 且 仅 当 6 


= 有 = c 时 成 立 ， 而 此 时 cc= 1， A= 妆 3o- = 3 < , 故 s<< 


。 即 应 选 答案 (C ) 。 
例 2 (87 年 武汉 市 数学 夏令 营 试题 ) 
已 知 x，yEWV， 试 求 最 大 的 y 值 ， 使 得 存在 唯一 的 x 值 ， 


8 
满足 下 列 不 等 式 ， 呈 < 寺 二 < 指 、 


思考 ， 将 原 不 等 式 变形 为 下 < 人 < 守 , 注意 到 它 与 
7 -yy 一 8 9 -% 8 
0 再 与 638y<56x<<647 的 等 价 
关系 ， 即 


< 
17 ‘x+y 


< 入 < >63y<56x<64y, 


则 将 问题 转化 为 求 最 大 的 开 区 冯 (63y，64y》 使 其 仅 包 
含 一 个 56 的 整数 倍 。 由 于 区 间 长 度 为 y， 它 含有 yy- 工 个 整 
如 果 y- 1z2x56， 那 么 区 间 内 必 含 有 至 少 2 个 56 的 整 
数 倍 ， 这 不 符合 要 求 ， 因 而 应 有 y- 1<2x56， 则 >》< 生 112， 
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当 y= 41412 时 ， 我 们 有 

63x 112= 126 x 56 127x 86<128 x 56 = 64 x 112。 
江 灌 x = 127 是 满足 二 
关中， 112 妈 为 江 求 。 

十 窒 ， 我 们 思考 了 “ 求 最 大 的 开 侈 间 (63y，643) 使 其 仅 
包含 一 个 56 的 整数 税 ” 这 一 问题 ， 进 而 得 出 解答 ， 其 解 法 简 
证 明了 。 当 然 ， 亦 可 利用 其 它 方 法 求解 ， 例 如 ， 利 用 不 等 式 
证 明 中 的 比 差 法 及 较 简 单 的 整除 理论 也 很 容易 得 到 解答 . 


和 
一 汐 一 个 整数 。 


YE 9 % 8 97 se B89 
因为 x*、yEN， ir< hry I> 8 <*< Ys 


y= 568+1, KREN, I=0, 1, 2,''+，55, | 


[| 二 户 二 一。 
网 人 = 


要 使 满足 条 件 的 X 唯 一 ， 必 须 ! = 0 时 ， R= 2 或 i=e0 时 ， 
= 1， 肛 时 y= 112 或 56<y= 56 + 1<112, 

故 押 求 的 y 值 为 112， 此 时 唯一 的 x 为 127。 

例 5 (第 8 届 国 际 中 学 生 竞 赛 题 ) 

证 明 ， 如果 三 角形 的 边 z*、b、c 及 对 应 角 2、B、? 满 足 关 


系 o+b= (atgc+ btgb)tg 元 ， 则 此 三 角形 是 等 腰 三 角形 。 


思考 ， 欲 证 此 题 ， 必 须 应 用 三 角形 的 边 角 关 系 。 由 于 
和 。 etg -2 二 全 ， 刚 题 设 关系 为 
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doe ee) -ae 对 人 ep ) 


期 acosp( sin < + -COsQ 一 cos” sina) + 


bcosaf sin Fcosp 一 COS sing) = 0， 


亦 即 en (acosh ~ bcosa) = 0。 


2 
由 此 ,sin 6=2--0,，a=6， 
或 者 acosB = bcosa。 (1) 
根据 正弦 定理 asinb = bsina (2) 
将 (1)、(2) 两 式 分 别 平方 相 加 可 得 a? = b?， 
从 而 a=b, 


综 上 两 种 情况 ， 可 知 题 设 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 

例 4 (第 20 届 国际 中 学 生 竞赛 题 ) 

在 人 A4BC 中 , 边 48= 4C， 有 一 个 圆 内 切 于 ABC 的 
外 接 圆 ， 并 且 与 48、AC 分 曾 
相 切 于 P、Q， 求 证 P、Q 连 线 
的 中 点 是 人 4BC 的 内 切 贺 贺 
心 。 

思考 ， 如 图 1-7 所 示 ，O 为 
A48C 外 接 圆 圆心 ， 邓 为 己 、 
Q 连 线 揭 中 点 ， 要 证 M 是 人 了 4 
2C 的 内 切 罗 网 心 ， 只 证 好 是 
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A-4B8C 三 内 角 平 分 线 的 交点 。 

由 题 设 易 知 下 列 关系 : 

AP= AQ， 直 线 AOMD 为 人 ABC 外 接 圆 的 直径 ， 
PQf BC，ZLQMD= LQCD= 90"，AD 为 人 A 平分 线 。 

由 此 不 难 证 得 人 AQMD 守 和信 QCD， 有 QM=QC， 则 和 1 
= LA2， 进 而 人 2= L3. 于 是 知 M 为 人 ABC 中 人 A 与 <C 的 平 
分 线 的 交点 ， 从 而 M 是 人 入 4BC 的 内 切 圆 圆 心 ， 

例 5 (第 3 届 美 国 数学 奥林匹克 试题 ) 

证 明 ， 若 ts、6、c 是 正 实数 ， 则 

arboor (gabe) s 

思考 一 ， 注意 到 所 证 不 等 式 与 不 等 式 

a2%-b-cb2b-c-a02c-0-b >>>] 

之 间 的 关系 ， 即 欲 证 前 者 ， 只 须 证 后 者， 此 题 便 容易 证 明 。 

事实 上 ， 不 失 普遍 性 ， 可 假设 c>0>c， 则 

a2-0-c>>b2 -0-0, 


a2°-b-cb2b-c-a >b2r-b-cb2b-c-0 = Datb-2c 


b 
a2°-0-cb20-c-a020~0-b0 ->b +0-2c026~0-b sl J 


当 且 仅 当 a= 6=c 时 ， 上 式 等 号 成 立 。 
思考 二 : 借助 关系 a*b* 之 a*b*， 易 于 证 明 ， 
事实 上 ，(a®*6*)(bees)(cea") 守 (abb?) (bee?) (era°) 
即 a2*b2be20 >g0+ be rocare, 
两 边 再 乘 以 oabece， 则 有 

03203bc3eZ> (apc )2+b+o， 


显然 其 立方 根 就 是 所 要 求 的 结果 。 
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(五 ) 命 题 特征 

一 般 地 说 ， 命 题 结论 中 含有 <-- 定 有 …?”， “至少 有 …? 等 
关键 字句 的 ， 多 宜 采 用 反 证 法 ; 命题 呈现 带 自然 数 规律 的 ， 
多 宜 采 用 数学 归纳 法 ， 

例 1 (第 24 届 国际 数学 竞赛 题 ) 

设 入 4BC 是 等 边 三 角形 ， 上 是 由 钱 段 8C、C 4 和 和 AB 上 
一 切 点 (包括 点 女 、B8、C) 所 组 成 的 集合 . 问 对 的 任 一 分 为 
两 个 不 相交 子 集 的 划分 来 说 是 否 至 少 存在 一 个 子 集 ， 其 中 包 
含 某 一 直角 三 角形 的 三 个 顶点 ? 证 明 你 的 结论 。 

思考 ; 答案 是 肯定 的 。 用 反 证 法 证 六 。 

假若 妃 有 -- 个 划分 : 已 =MUN，MnN = 少 使 得 友和 
六 中 都 不 含有 任 一 直角 三 角形 
的 三 个 顶点 。 则 显然 有 M 、Y 
均 非 空 。 

如 图 1-8. 考虑 三 边 上 满 
足 4P=BQ=CR= 地 4B 的 


点 已 、Q 、R. 因 为 BQ = BP. 


LB=60"， 故 PQ1LBC， 同 

理 有 QRLCA，RP4 AB。 因 为 在 P、Q、EK 三 点 中 ， 至 少 
有 两 点 属于 同一 子 集 M 或 六。 为 确定 起 郧 , 不妨 设 P、QE 
M。 由 PQ 上 BC， 衣 不 含 任 一 直角 三 角形 之 三 顶点 ， 推 出 边 
BC 上 所 有 点 ， 除 掉 Q， 都 不 能 属于 以 ， 因 此 必 属 于 人 入. 作 
RD4LBC， 内 DD、C EN, NN 也 不 含 任 一 直角 三 角形 的 三 顶 
点 ， 推 出 REM。 再 由 RPJLAB，QAJ」 AC， 同 理 可 得 边 
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(图 1 一 8) 


AB、AC 上 所 有 点 ， 除 掉 R、P， 都 属于 VN， 这 当然 是 不 可 
能 的 。 例 如 作 A4F LBC， 则 直角 三 角形 4FC 的 三 项 点 均 属 
于 入 ， 蔬 盾 于 最 初 的 假设 ， 故 命题 得 证 。 

例 2 (第 8 届 国 际 数学 竞赛 题 ) 

在 AL4APC 的 4B、BC 和 CA4 边 上 分 别 取 点 及、 天、 世 
( 跟 顶 点 不 重合 ;。 证 明 ， 三 角形 总 4L、K BM、LCK 中 至 
少 有 一 个 的 面积 不 超过 A 4BC 面 积 的 四 分 之 一 ， 

思考 ， 如 果 AM 4L、AKDBM、ALCK 的 面积 都 大 于 


人 ABC 面 积 的 地 则 三 者 之 积 A 
M L 
i 1 
便 大 于 人 4BC 面积 的 (二 )。 
~ pb 4 K 、 0 
由 三 角形 的 面积 等 于 其 两 B 
边 及 其 夹 角 正 驻 的 线 积 的 一 半 (图 1 一 9) 
可 知 
Samskg MB.BK Samat MA.AL ; 
DAaBe 可 AB.BC ; SAaBe “BA.AC » 
SAgez _ KC°CL 
Saae AC:BC™ ‘LD) 
AM.MB BK.KC AL.LC 
因而 有 ~ AF ' BC °° /AC > 二 (2) 


lv AM MB < A, 
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BK.KC AL.LC 
同 理 ， BC 一 < 5 一 < 安 一 


| AM-MB ,BK:KC 4 LC_ 
i 


(3) 与 (2) 了 矛盾 ， 故 (1) 中 至 少 有 一 个 比 值 不 大 Ly 即 


有 一 个 小 三 角形 的 面积 不 超过 A_4BC 面 积 的 二。 
例 3 〈79 年 湖北 竞赛 题 ) 
已 知 0,，4s，…，as 都 是 正 数 , 且 满 足 条 件 开 0, = 20 


TIo = 4。 求 证 在 caa，…，@m 这 8 个 数 中 至 少 有 一 个 数 小 
1 
思考 一 :不妨 设 0<o 委 aa 和 …< 委 aa。 


20- 5 
由 > ,ai= 20， 易 知 aa 之 8 2 


…，8)， 则 由 [ai= 4， 易 知 ae 志 
4, 因 而 二 > 20-4= 16， 易 得 o)> 二. 


、 工 
于 是 由 a@i 宇 1(1= 1，2，…，8)， > aa> 了 知 
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则 ci， Q2, “9 as 中 至 少 有 一 个 小 于 1 。 
思考 二 ， 假 若 ak 记 1(R= 1，2，…，8)。 
令 ax =1+ Px， 则 Bk 宇 0(8=1，2，…，8) 且 由 


8 站 世 5 
Daxr= > (+Br) =8+ 2 Br=20 有 > Px= 12. 
上 -上 [| 1 i- 1 


则 4= [Tox= [Tl (+Br) =1+ 5 Bet 
大 mm 1 1 ki 


1+ 5 Br =1+12=13， 即 4 之 13 矛 盾 . 


因此 ec ，w，…，qs 中 至 少 有 一 个 小 于 1。 

例 4 《〈 第 20 届 国际 竞赛 题 ) 

一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 ， 共 有 成 员 1978 人 ， 
用 1，2，3，…，1978 编 号 ,证 明 该 社团 至 少 有 一 成 员 的 顺序 
导数 ， 与 它 的 两 个 同胞 的 顺序 号 数 之 和 相等 ， 或 是 一 同胞 的 
顺序 号 数 的 二 倍 。 

思考 ”用 任何 办 法 将 集合 S={1，2，3，…，1978} 分 
成 六 个 两 两 不 相交 的 子 集 Si(i= 1，2，…，6)， 一 定 有 一 个 
S,， 在 S, 中 能 找 得 两 个 数 a 和 52， 使 得 


a= 2b (1) 
或 找到 不 同 的 x，y，z 满 足 
x+ y=2 (2) 


因为 (1) 式 可 以 理解 为 sc=2+p， 所 以 (1) 和 (2) 可 以 合 在 
一 起 说 成 ,在 3 中 一 定 有 三 个 数 x，y，z( 不 一 定 互 不 相同 ) 
满足 (2) 式 。 

下 面 ， 详 用 反 证 法 证 明 上 述 结论 。 
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假设 存在 9 = {1， 2，3， 1978} 的 一 种 分 法 ， S1,S2, 
…，Se， 并 旦 每 一 个 S$; 中 都 不 可 能 找到 x，y，x 满 足 (2). 


i 97 i v 
因为 和 省 w 329.6， 所 以 一 定 存在 一 个 S,， 它 至 少 含有 


330 个 数 ， 不 妨 设 S\ 至少 含 330 个 数 ，a1，a2，…，43s0， 并 设 
a 是 其 中 最 小 的 ， 则 
02 一 0i，da 一 和， …， (a29 0, Qo30— 04 (3) 

显然 仍 是 1 到 1978 中 的 数 ， 并 且 互 不 相同 。 

如 果 这 些 差 中 有 一 个 属于 >:， 即 如 有 

Gag 一 = AES 

则 必 有 a+a=ag， 即 在 S; 中 找到 三 个 数 满足 (2) 式 ,与 
假设 矛盾 、 因 此 (3) 中 329 个 差 数 都 只 能 出 现在 S52， Ss,…,S6 
中 。 


因为 了 3 =65.8， 所 以 在 Ss，Ss，…，5s 中 一 定 存在 一 


个 St， 它 至 少 含有 (3) 中 的 66 个 差 ， 不妨 设 52 至少 合 有 ( 3 ) 
中 的 66 个 差 。 

从 Ss 中 任意 选 出 66 个 (3 ) 中 的 差 : 0D,，b。，…，boeo， 并 
设 b. 是 其 中 最 小 的 ， 考 虑 下 面 的 65 个 差 数 ，bs 一 5,，0s -2， 
bs—b,, .…, boe—b, (4) 

显然 ， 如 果 这 65 个 差 中 有 一 个 属于 Ss， 与 前 面 一 样 ， 就 
可 在 Ss 中 找到 三 个 数 满足 (2 )， 与 假设 矛盾 。 

另外 ， 如 果 (4) 中 的 65 个 差 中 有 一 个 属于 S,， 即 存在 

bx-b=a, a€S, 

这 时 ， 内 为 bk 与 6 都 是 (3) 中 的 差 , 即 


br= 0 一 0 Di= gj 一 人 
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则 a=Bx-bi= (Cam40)- (00) 2 0 a 

Ba+a)= a 

又 在 9 中 找到 三 个 数 满足 (2)， 这 也 与 假设 矛盾 。 因 此 
(4) 中 的 差 只 能 属于 Ss。，Ss4，Ss，Se 中 。 

思 类 和 似 的 办 法 可 以 推出, 在 S。，S4，Ss，Ss 中 一 定 有 
一 个 Si( 不 妨 设 为 3) 至 少 含有 (4) 中 的 17 个 差 ， 从 Ss 中 任 选 
17 个 盖 设 为 C,，Ca，…，Ci， 最 小 为 Ci， 考 虑 姜 Ca- Cu 
Ce-C，…，Cu-C， (5) 

与 前 面相 似 地 证 硼 (5) 中 的 16 个 差 中 ， 如 果 有 一 个 属于 Ss 或 
Ss 或 8,， 多 会 与 修 六 相 六 盾 ， 办 此 ， 它 们 都 只 属于 S4，3s， 
Se, 

阐 理 ，S4，Ss，Ss 中 有 一 个 Si( 不 妨 设 为 9:) 至 少 含有 
(5) 中 摧 6 个 差 ， 从 Si 中 征 选 6 个 差 . 设 为 d1，ds，(,，…， 
di， 并 设 最 小 者 为 d,。 考 虑 差 ds di， ed 


(6) 
这 5 个 差 只 能 属于 95 与 ge， 不 妨 设 95 包含 (6) 中 的 3 个 
其, i 19 l;, hay 并 设 <l,<l,。 (7) 


沽 不 Pa 一， fa 一 

这 两 个 莹 汉民 于 36。 

设 fi=ls—l, fa=1—1,, 别 f2 一 了 这 个 差 必 属于 S51， 
So ，36 中 的 一 个 。 然 面 ， 不 管 这 个 差 属 于 哪 一 个 S14(i = 
1，2，.…，6)， 都 存在 (与 假设 的 ) 巴 后 

例 5 《78 年 上 海 市 竞赛 三 ， 

证 明 ， 不 存在 这 样 琴 个 分 数 ， 它 们 的 和 与 它们 的 积 都 是 
整数 . 
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思考 ; 假定 存在 这 样 的 两 个 既 约 分 数 ， 思 ，22 目 嫩 十 


入 ”入 而 


2 Da-dq(D，qE2z) 
12 


则 到 ， 让 是 方程 刀 - px+9=0 的 两 个 根 。 


LA 
所 1m ne 
从 而 Ss bta=0, 和, = phi~ an 


177 > 1712 
(其中 入 表示 或 噶 ) 


上 式 等 号 右边 是 一 个 整数 ， 等 号 左边 是 一 个 既 约 分 数 ， 
显然 是 矛盾 的 ， 因 而 命题 得 证 。 

例 6 (87 年 新 加 坡 中 学 数学 竞赛 题 ) 

设 /(X) = ao+ QiX+… + Qnx” 为 n 次 整 系数 多 项 式 ， 若 qo、 
Qn 和 f(1) 都 为 奇数 ， 证 明 f(x) = 0 无 有 理 根 。 


思考 ,假设 人 是 f(x) = 0 的 有 理 根 ， 其 中 p、g 为 整数 且 
最 大 公约 数 (p、g) = 1， 于 是 有 


009 +09 p+ +anp”=0 CI) 
由 此 知 p 整 除 co， 9 整除 c*， 于 是 D、9 都 为 奇数 ， 从 而 ax 
oO 为 奇数 当 且 仅 当 ax 为 奇数 。 由 (1) 式 的 左 端 是 偶数 ， 
得 co + cl+ … + ax 是 偶数 ， 这 与 六 1) 为 奇数 矛盾 。 
例 7 《〈78 年 辽宁 省 竞赛 题 ) 
有 一 个 ?位 数 ， 将 这 个 n 位 数 的 数字 按 逆序 重新 排列 ， 得 
到 一 个 新 数 (例如 :将 3248 按 逆序 排列 得 到 8423)。 试 证 新 数 
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与 原 数 之 差 是 9 的 整数 倍 。 
今 有 甲 、 乙 二 人 ， 如 果 甲 从 差 中 去 掉 一 个 数字 ， 将 剩余 
几 个 数字 之 和 告诉 乙 ， 问 乙 如 何 能 猜 中 去 掉 的 这 个 数字 ? 为 
什么 ? 在 什么 情况 十 猜 出 的 数字 不 是 唯一 的 ? 为 什么 ? 
思考 : (1) 设 任 一 "位 数 的 第 1，2，…，4# 位 上 的 数字 分 
别 为 c，c，…，dn。 则 
原 数 pn= an102-!+an-il0"-2+ .+as* 10+a 
新 数 Q = ac:。10?-!+ ag* 1072+ .+ an 10+an 
应 用 数学 归纳 法 证 明 Qn 一 Pn 是 9 的 整数 倍 : 
当 n= 2 时 ，Q2s 一 Ps= 1041+ 42 (104s+ 01) = 9(4 ~ 02), 
命题 成 立 。 
假设 n= R 时 命题 成 立 ， 即 
Qx— Pr= (a * 10*-1+as* 10K-2+ .+axl »。 10+ax) 
一 《Qk * 10%~1++Qk-，*10*-2++Qs*，10+01) 可 被 9 整除 ， 
则 当 n=k+1 时 有 
Qkrri— prtri= (G1 * 10* + as* 10K7i+ .+ ax 10+ aQx+1) 
— (Gx+1* 10*+Qx* 10K7i+ .+ a2* 10+a) 
=0(10%—1)+aa(10*-1~10)+. +axk (10— 
105 5) + apri(1— 10*) 
=0(10*—1)+as。 10(10*-2—1)+.…~ax®e10 
(10*-2~ 1)— axri(10*— 1) 
因为 (10 -1)，(105-2 一 1)，…，(108-2~1)，(10x ~ 
了 ) 中 的 每 一 个 都 是 9 的 倍数 ， 所 以 Qxri - er 可 被 9 整除 . 
综 上 可 知 命题 的 第 一 部 分 成 立 。 
(2) 我 们 知道 一 个 整数 是 9 的 倍数 ， 它 的 各 位 数字 和 也 
是 9 的 倍数 ， 反 过 来 也 对 。 
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如 果 甲 从 差 数 和 中 去 掉 的 数字 是 x， 并 知 差 数 的 数字 和 
减 去 * 等 于 4， 由 前 面 结论 可 知 2+ x 一 定 是 9 的 倍数 。 令 a+ 4 
= 9 gq(g 是 不 小 于 0 的 整数 )， 则 x = 99 -a 是 在 C0， 名 间 的 整 
数 ， 即 有 0 和 9g- ae 和 9。 故 当 a 确 定时 ，9 也 随 之 确定 。 从 而 
由 x= 9g~ ca 可 以 求 得 上 唯一 的 Y。 例 如 从 5175 中 ， 如 果 去 掉 一 
个 数字 ， 剩 下 的 数字 和 a = 11， 由 x= 94~11,0<99~11<9， 
令 qg=2， 得 x=9x2~11=7。 只 有 当 a 是 9 的 倍数 时 ，x=0 
或 x*= 9。 即 在 差 数 的 数字 和 中 减 去 去 掉 的 数 字 差 是 9 的 信 
数 时 ， 猜 出 的 数字 不 是 唯一 的 。 

例 8 (第 20 届 国际 竞赛 题 》 

已 知 Q1，a2，…，ax，… 为 两 两 各 不 相同 的 正 整 数 ， 求 
证 对 任何 正 整数 %?， 下 列 不 等 式 成 立 : 


思考 ， 当 n= 1 时 显然 有 人 2 之 1， 命 题 真 ， 


假设 当 n 时 不 等 式 成 立 ， 则 当 n+ 1 时 ， 
(17 如 果 ant! 宇 n+ 1， 那 么 
R 十 1 n un 
dk _ 0 Hnti ~ 1 Rt 
> EE 分 Cnt 1:> 多 Rnt 1 


十 1 
= 
< 
t==s1 k 
所 论 不 等 臣 泸 立 。 
(2) 如 果 on ;之 # 寺 1， 则 必 有 一 个 &1 使 得 


Gt 宇 n+ 1， 1<n+ 1, 
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由 ca = cart+ei- carl 有 


五 十 了 


1 
Qre 到 Tat Qre Cnri 
ck en + 
沁 站 ( 三 Fy 本/ (HT 
Ci ar dnt 
2 次 之 于 1)2 


ST a 
> En 1 


k= 4 


n a 中 1 
tr 


于 是 ， 命 题 得 证 。 

二 ”投石 问 路 ， 以 退 求 进 

这 里 所 谓 的 投石 问 路 ， 是 问题 求解 过 程 中 的 一 种 战术 ， 
也 称 为 探索 法 ， 怎 样 探索 ? 略 举 二 三 。 

(一 ) 寻求 一 种 模式 

当 我 们 要 解决 一 个 一 般 性 问题 时 ， 可 以 先 就 它 的 几 个 简 
单 的 特殊 情况 进行 思考 、 分 析 、 再 从 中 归纳 、 发 现 问 题 的 一 
般 规律 ， 从 而 获得 解 是 的 途径 、 这 就 是 从 特殊 到 一 般 的 方法 ， 
也 称 为 经 验 归 纳 法 ， 

例 1 (第 11 届 国际 竞赛 题 ) 

在 一 个 平面 上 有 ?个 点 ， 而 fx>4， 任 条 三 个 点 都 不 在 一 
直线 上 . 求证 ， 至 少 能 找到 C3-s 个 凹 四 边 形 ， 它 们 的 顶点 
是 给 定 的 点 。 

Ei 


思考 ; 因为 ?>>4， 故 可 先 从 2= 5 开始 讨论 ， 检 验 一 下 在 
n= 5 的 情况 下 ， 命 题 是 否 正春。 

由 于 C35-s= 1， 所 以 在 ?= 5 时 ， 只 要 证 明 至 少 存在 一 个 
同 四 边 形 就 行 了 。 此 时 ， 无 非 有 三 种 情况 需要 研究 ， 

(1) 五 个 点 是 是 五 边 形 的 顶点 ，; 

(2) 五 点 中 四 点 是 凸 四 边 形 的 顶点 ; 

(3) 有 三 点 44、B、C 构 成 三 角形 ， 而 其 它 两 点 D、EB 在 
三 角形 内 部 。 

易 知 ，( 1 ) 与 (2 ) 命 题 正 确 。 对 于 ( 3 )， 不 难 证 明 四 边 
形 8CED 是 凸 四 边 形 ， 故 命题 也 真 ， 

总 之 ， 在 n= 5 时 ， 本 命题 成 立 。 

在 此 基础 上 ， 如 果 能 证 明 ， 对 任意 给 定 的 ?个 点 (>>4)， 
命题 为 真 ， 问 题 就 解决 了 . 

假如 给 定 的 "个 点 组 成 一 个 点 集 ， 那 么 我 们 每 次 从 ?点 中 
取出 五 个 点 组 成 一 个 子 集 ， 这 是 从 ”个 元 素 中 每 次 取 出 五 个 
元 素 的 组 合 问题 ， 易 知 按 此 取 法 ， 我 们 可 得 到 Cw 个 不 同 的 
子 集 ， 每 个 子 集 由 五 个 点 组 成 。 上 面 已 证 ， 在 每 个 子 集中 必 
有 四 点 构成 一 个 西 四 边 形 。 另 一 方面 ， 同 一 个 四 边 形 最 多 能 
属于 n- 4 个 不 同 的 五 点 子 集合 . 例如 ?=6， 有 6 个 点 ， 分 
别 标 记 为 1，2，3，4，5，6。 不 失 一 般 性 ， 把 1，2，3，4 看 
作 组 成 的 一 个 四 边 形 ， 则 它 最 多 属于 子 集 (1，2，3，4，5} 
各 {1，2，、3，4，5、6}、 此 时 x 一 4= 6 一 4= 2、 

因此 ， 一 般 地 说 ， 所 有 这 些 凸 四 边 形 的 总 数 不 小 于 f (mn) 


-_1 Cs 
n~4 ne 


现在 只 须 证 明 ， 对 >5， 有 
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fn) = CS5>Co = g(n)。 


事实 上 ， 首 先 证 明 n = 5 时 本 命题 成 立 。 

因为 Cs_-s = 1， 故 只 要 证 明 至 少 存在 一 个 凸 四 边 形 就 行 
了 . 对 此 ， 分 三 种 情况 讨论 ， 

(1) 五 个 点 是 是 五 边 形 的 五 个 顶点 ， 这 时 ， 五 个 点 中 的 
任意 四 个 点 都 可 以 构成 一 个 凸 四 边 形 ， 命 题 真 ; 

(2) 五 个 点 中 的 四 个 点 是 一 凸 四 边 形 的 顶点 ， 不 论题 设 
的 第 五 个 点 的 位 置 如 何 ， 命 题 显然 也 对 
| (3) 三 点 女 ，B，C 构 成 一 个 三 角形 ， 其 它 两 点 D、E 在 

三 角形 里 面 ， 由 题 设 ，D，E 不 是 三 角形 的 任何 一 个 顶 点 ， 

故 可 设 直 线 DE 分 别 交 八 4BC 的 两 边 4B 和 AC 于 P 与 Q( 图 1 
一 10) 
因为 对 角 线 BE 和 CD 在 四 边 形 BCED 的 内 部 ， 所 以 四 边 形 
BCED 是 一 个 凸 四 边 形 . 

总 之 ， 对 于 平面 上 任意 五 个 点 ， 若 其 中 没有 任何 三 点 共 
线 ， 则 至 少 有 一 个 以 给 定 的 点 为 顶点 的 凸 四 边 形 。 

现在 给 出 任意 "个 点 (>>4) 可 构成 C5 个 不 同 的 子 集 ， 每 
个 子 集 由 5 个 点 所 组 成 ， 如 上 


所 证 ， 在 每 个 子 集中 必 有 四 点 C 
构成 一 个 凸 四 边 形 ， 反 之 ， 同 

一 个 四 边 形 至 多 属于 入 4 个 不 Q 

同 的 五 点 子 集 。 因此， 所 有 这 AA 

些 吓 四边 形 的 总 数 不 少 于 /(n) 人“ B 
=_ 工 C 5 

8 一 4 (图 1-10) 
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令 g(n) = C2.,， 则 

当 n= 5 时 ，f(5)= 9(5) = 1 

当 n= 6 时 ，/(6) = g(6) = 2; 

当 n 之 7 时 ， 有 

fm n(n—1)(n~m2) (63)。2 nn-1)(n-2) 


g(n) 120(n~ 3)(n— 4) 60Cu— 4) 


3 2an2 < 
= 1 . 3 = 1 (w+ 及 十 6 十 2 
一 人/ 


60 4 一 4 60 


2 RR+ 1}+6 


< 


1 
本 .二 (RC 站 十 十 -…- 2 
60 ee 5(8 一 4) 60 


62 
> 
0 


从 而 f(r)g(?)。 
故 对 所 有 大 于 4 的 %， 有 
=-_1_cs -Ca 
fn) = C9 = Ci， 

即 ， 至 少 能 找到 C3-: 个 贞 四 边 形 ， 其 顶点 为 已 给 的 ?个 
点 。 

例 2 〈 第 4 届 美 国 数学 汶 请 赛 试题 ) 

企 搓 和 硬币 所 得 结果 序列 中 ，。 可 以 数 出 一 个 反面 继 以 一 个 
正面 ( 记 为 “反正 妨 的 次 数 ， 一 个 正面 继 包 一 个 正面 ( 记 为 “下 


正史 的 次 数 ， 一 个 反面 继 凡 一 个 反 曾 ( 记 为 “到 反 呈 前 次 煞 ， 


一 个 正面 继 雇 一 个 反面 ( 记 为 正 反 站 的 次 数 。 例 如 ， 指 硬币 
十 五 次 的 结果 序列 为 
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正 正 反 反 正 正 正 正 反正 正 反 反 反 反 ， 

其 中 有 5 个 “EIE”， 3 个 《 正 反 ”， 2 个 《反正 ”， 4 个 《 反 
反 ? , 摔 硬 币 十 五 次 ， 有 多 少 种 不 同 的 结果 序列 ， 它 们 都 恰好 
有 2 个 4 正 正 7 3 个 4 正 反 ?， 4 个 《反正 ”和 5 个 4 反 反 ?9 

思考 : 从 研究 序列 的 记 数 规律 入 手 ， 

由 对 会 # 肥 正 ” 比 《4 正 反 ” 多 一 个 ， 可 以 推断 序列 的 第 一 个 
是 反面 ， 末 一 个 是 正面 

和 语 出 2 个 4 正 正 ?>、3 个 4 正 反 ” 4 个 4 友 正六 5 个 4“ 反 
友 2? 可 知 正 覃 计数 有 2x2+3+4=1 次 ， 友 的 计数 有 3+4+5 
x2=17 滩 。， 序 名 第 ~- 全 友 及 未 一 个 正 各 只 计数 一 次 ,其 余 的 
正 或 反 都 被 计 获 两 次 ， 因 此 可 推断 序列 中 共有 6 个 正 ， 9 个 
反 . 

解 : 根据 上 述 分 析 ， 我 们 可 以 设计 如 下 的 序列 模型 ， 在 
9 个 反 和 一 个 正中 留 出 空位 ， 

反 吕 反 品 反 钻 反 品 反 口 反 品 反 品 反 品 反 加 正在 空位 中 放 
入 其 余 5 个 正 。 考虑 到 序列 含 2 个 “ 正 正 ”， 有 下 列 三 种 方 
案 ， 


(1 车 虑 末 一 个 空位 不 放 ，5 个 正 分 成 2 、2 、1 三 组 
或 3 、1 、1 三 组 ， 都 能 保证 有 2 个 “ 正 正 ”， 务 组 分 别 插 入 
前 八 个 空位 中 的 三 个 空位 ， 共 有 2 x C3 x Ci; 种 方法 ，。 

(2) 若 最 末 一 个 空位 放 入 一 个 正 ， 余 下 4 个 正 分 成 2 、 
1、1 三 组 ， 也 能 使 序列 有 2 个 《 正 正 ”。 插入 前 八 个 空位 有 

"C3 种 方法 。 

(3) 若 在 最 未 一 个 空位 放 入 两 个 正 ， 则 序列 中 已 含 2 个 
《4 正 正 ?， 可 从 前 八 个 空位 中 选 出 三 个 ， 将 余下 的 三 个 正 分 别 
插入 ， 有 Ci 种 方法 。 
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综 上 上 百 知 ， 侣 记 杀人 御 欧 在 局 序列 其 有 
2CiC!+CIC!+C;=560( 种 ), 

(二 ) 画 出 一 个 图 形 

如 有 可 能 ， 把 所 要 讨论 的 问题 依照 某 种 方式 画 出 一 个 图 
形 。 由 于 图 形 的 特征 可 能 有 助 于 理解 题 设 条 件 及 讨论 对 象 之 
闻 的 相互 关系 ， 从 而 较 易 探索 出 解 题 途径 . 

例 5 (1947 年 匈牙利 数学 竞赛 ，1953 年 putnam 数 学 竞 
赛 试题 ) 

世界 上 任何 六 人 ， 总 有 
三 人 彼此 认识 或 者 彼此 不 认 
识 。 

思考 ,用 一 个 圆周 上 的 
6 个 点 4 、4，…，46 代 
表 6 人 (图 1-11)。 若 两 人 互 
相 认识 ， 就 用 红线 连接 ， 和 

《图 1-11) 则 连 以 兰 线 。 

从 4 出 发 的 五 条 线 ， 至 少 有 三 条 同 色 ( 据 抽 层 原 则 可 
知 )， 设 有 三 条 兰 线 414。，4A1A44，4，4;。 再 分 析 A; 4， 
所 A5，4A54 的 颜色 。 若 三 条 中 有 一 条 是 兰 色 和 的 ， 问 题 得 证 
(有 三 人 互相 认识 ); 车 三 条 中 无 一 条 兰 色 的 ， 问 题 也 得 证 
(LAs，-A4，As 豆 不 认识 )。 

所 谓 以 退 求 进 ， 是 指 由 于 某 种 条 件 的 限制 ， 暂 时 不 能 达 
到 “ 进 ? 的 目的 ， 就 先 “ 退 ?2。 所谓“ 进 ?， 就 是 从 题目 的 已 知 条 
件 出 发 ， 逐 步 深入 好 解决 ， 这 对 简单 的 题 晶 是 比较 方便 的 . 
但 遇 到 一 些 复杂 的 试题 时 ， 只 是 “ 进 ” 有 可 能 感到 无 门 而 入 ， 
更 谈 不 上 逐步 深入 解决 . 在 此 情况 下 ， 采 取 “ 退 一 步 ? 的 有 思考 
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策略 ， 有 可 能 将 试题 顺利 解答 .所谓 “ 退 ?, 就 是 把 一 个 比较 复 
杂 的 试题 , “ 退 ? 成 最 简单 、 最 原始 的 问题 ， 把 这 个 简单 的 问 
题 想 通 了 ， 想 透 了 ， 找 出 规律 ， 然 后 再 来 一 个 飞跃 ， 不 仅 能 
解决 原来 的 问题 ， 而 且 还 可 能 进一步 升华 。 这 样 ， 则 从 “ 退 ? 
中 逐渐 创造 了 “ 进 ” 的 条 件 ， 以 实现 “ 进 ” 的 目的 。 

例 4 (85 年 全 国 竞 赛 题 ) 

某 足球 邀请 赛 有 十 六 个 城市 参加 ,每 市 派出 甲乙 两 个 队 。 
根据 比赛 规则 ， 每 两 队 之 间 至 多 赛 一 场 ， 并 且 同 一 城市 的 两 
个 队 之 间 不 进行 比赛 。 比 赛车 干 天 后 统计 ， 发 现 除 4 市 甲 队 
外 ， 其 它 各 队 已 比赛 过 的 场 数 各 不 相同 ， 问 -4 市 乙 队 已 赛 过 
多 少 场 ? 

思 沽 ， 如 果 我 们 一 开始 就 在 十 六 个 城市 ,32 个 队 上 纠缠 ， 
往往 感到 困难 .于 是 先 《 退 ”到 三 个 城市 共 6 个 队 来 分 析 。 容 
易 想 到 ， 一 个 队 最 多 比赛 四 场 ， 车 名 队 比 赛场 数 各 不 相同 ， 
所 以 除 4 市 甲 队 外 ， 其 它 5 队 比 赛场 次 为 0，1，2，3， 
4 。 我 们 可 以 推 得 比赛 4 场 和 0 场 的 为 同一 城市 的 两 个 队 ， 
而 比赛 1 场 和 3 场 的 为 同一 城市 的 两 个 队 ， 所 以 4 市 乙 队 赛 
过 2 场 ， 把 这 个 简单 问题 想 通 了 ， 对 于 十 六 个 城市 32 个 队 的 
问题 便 极 易 解决 了 。 

例 5 62 年 北京 市 竞赛 题 ) 

把 1600 颗 花生 分 给 100 只 儿子， 证 明 不 管 怎么 分， 至少 
有 4 只 猴子 得 到 的 花生 一 样 多 。 

思考 ， 把 问题 退 到 “5 上 只 猴子 分 花生 ”的 情况 来 分 析 。 

若 5 只 猴子 分 别 分 得 0，1，2，3，4 颗 花生 ， 因 为 
0+1+2+3+4=10， 故 当 9 颗 花 生 分 给 5 只 猴子 时 ， 一 定 
至 少 有 2 只 猴子 分 得 同样 多 的 花生 ， 
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将 分 析 上 述 简单 问题 的 结果 用 于 试题 上 ,解法 自然 而 出 . 
因为 如 果 没 有 4 只 猴子 分 得 的 花生 一 样 多 ,最 经 济 的 分 法 
是 。 

3 只 得 0 颗 ，3 只 得 1 颗 ，…''+*， 3 只 得 32 颗 ， 还 有 1 
只 得 33 颗 ， 

由 于 3x(0+1+2+3+…+32)+33= 1617>1600， 
所 以 ， 不 管 怎 样 分 ， 至 少 有 4 只 猴子 分 得 的 花生 一 样 多 ， 

例 6 ‘第 37 届 美国 中 学 数学 竞赛 (AHSME) 试 题 ) 

置 于 暗室 中 的 一 具 抽 殿内 装 100 只 红 衬 子 ，80 只 绿 袜子 ， 
60 只 兰 袜子 和 40 只 黑 袜 子 。 一 个 少年 从 抽 履 中 选取 袜子 ， 每 
次 取 一 只 ， 但 无 法 看 到 所 取 袜 子 的 颜色 ， 为 了 确保 取出 的 扰 
子 中 至 少 包 含有 10 双 ， 最 少 必须 取 几 只 袜子 ? (一 双 袜子 是 
指 两 只 同 颜色 的 袜子 ， 但 每 只 袜子 只 能 一 次 用 在 一 双 之 中 ) 

(A) 21，(B) 23，(C) 24, (D)30, (E) 50. 

思考 ,我 们 把 问题 退 到 不 考虑 题 中 所 设 数据 的 地 步 ， 只 
是 分 析 ，10 双 宗 子 有 20 只 ， 其 中 各 种 颜色 的 只 数 都 是 偶数 ， 
任 取 20 只 ， 最 糟糕 的 情况 是 四 色 的 只 数 全 是 奇数 ， 这 样 就 剩 
下 4 只 不 成 双 ， 但 还 有 16 只 成 8 双 。 再 取 一 上 只， 必 与 剩 下 的 
一 只 再 成 1 双 ; 又 也 一 只 可 能 与 剩 下 指 另 三 只 之 一 同色 ， 那 
就 又 成 1 双 。 和 否则 ， 最 后 再 取 1 只 就 一 定 满足 要 求 了 ,因此 ， 
最 多 只 须 取 23 只 就 能 确保 10 双 ， 也 就 是 最 少 必 须 取 23 只 才能 
确保 10 双 。 于 是 ， 应 选 答案 (B)。 (注意 ， 此 题 容易 误 选 管 
案 (A)! ) 

例 7 (首届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 竞 赛 题 ) 

已 知 四 边 形 P.PsPsP 的 四 个 顶点 位 于 八 4BC 的 边 上 ， 
求证 ;四 个 三 角形 人 PPsPs, 人 PiPsPa, 人 PiPsPs,APsPsPs 
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中 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 A_4BC 的 面积 的 四 分 之 一 。 
思考 ， 这 个 试题 中 的 三 角形 内 接 四 边 形 具 有 任意 性 ， 我 

们 也 可 以 尽量 地 退 ， 先 退 到 最 简单 的 情形 ， 三 角形 内 接 平行 

四 边 形 ， 并 且 平行 四 边 形 有 一 个 顶点 与 三 角形 的 一 个 项 点 重 

合 。 首先 证 明 这 种 情形 下 命题 的 结论 成 立 ， 再 进 到 比较 特殊 

的 情形 ， 三 角形 任意 内 接 平行 

四 边 形 ， 证 明 在 这 种 情形 下 命 A 

题 的 结论 正确 ， 最 后 进 到 比较 , 

一 般 的 情形 ， 三 角形 内 接任 意 

的 四 边 形 ， 并 分 别 不 同情 况 ， 一 

分 别 证 明 命题 的 结论 正确 。 Ge hy 
下 面 给 出 本 题 的 一 种 证 (图 1-13》 


法 。 
证 明 ，(1) 先 证 最 简单 的 情形 . 
四 边 形 P.PsPsP4 为 平行 四 边 形 ， 且 其 中 一 个 顶点 与 人 
44BC 的 一 个 顶点 相 重 合 。 
事实 上 ， 如 图 1-12 所 示 ， 忆 PPaPsP4 中 必 有 一 边 不 大 
于 另 一 边 ， 不 妨 设 P,Ps< PsPs. 
过 忆 作 PP 和 AAA4C 交 BC 于 Pi， 交 PP 于 CO， 则 
AOPsPss AAPsPs, 


SPIPiPgP, 9upfyPipyc。 


于 是 29=pipypsp4 二 咏 =piPaPeP4 小 今 四 边 形 opf cps + SAoPsP， 
过 JpipypsP， 十 四 边 形 opycPs 十 3Aapsp， 


IAAaBe. 
1 
所 以 9 SopipsPspPi 鹤 本 5AaBc。 
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因此 ,以 记 P,P,P,P, 的 任何 三 点 为 顶点 的 三 角形 的 面积 
< 地 Saaac， 则 命题 成 立 。 

(2) 再 证 比较 特殊 的 情形 ，A_4BC 任 意 内 接 平行 四 边 
形 PiPsPsPs. 

如 图 1 一 13 所 示 ， 过 Ps 作 PPz 1 4 已 交 BC 于 Po ， 则 


> Pi1PzP3P4 二 SBps’ Papse 


如 前 面 (1) 所 证 SoBps’ Pap4 < SAane. 


中 Oopipapaps < 本 Saaac。 

从 而 命题 成 立 。 

(3) 证 明 比 较 一 般 的 情形 ， 四 边 形 户 P,PsP, 为 任意 四 
边 形 ， 且 Pi、 在 BC 上 ，Ps、P 分 别 在 AC 和 和 AB 上 ，。 


A A 
局 请 
2 CN 
BFERETC B Bp REC 


(图 1 一 13) (图 1 一 14) 


如 图 1 一 14 所 示 ， 我 们 依次 令 PiPsPsP 的 内 角 为 人 1， 
AL2,L3, AL4, 

由 人 1+ ~2+ 人 3+ 人 4= 360"， 易 知 必 有 两 角 之 和 不 小 
于 180"， 不 芒 设 人 3+ 人 4 宇 180*， 人 3+ 2 三 180"。 
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我 们 过 PP、 已 作 Pal PsPs，PaM 1/ PaPs， 且 两 平行 
线 交 于 M ， 出 对 必 落 在 PPsPsP: 的 内 部 ， 则 


SApaPsPl 2 记 ?opPaPsPl。 


延长 CM 交 A4B 于 N ,过 Ps 作 PsR) 4B 交 CN 于 Q, 交 BC 
于 R， 过 RR 作 RT /CN 交 AB 于 了， 出 
S 


Sopypspam YoQPsPAN < 口 RPSP4T。 


由 (2) 知 。 Sonpspizr < 了 Shase。 


则 SApspsPs< I Saanc . 


于 是 ， 命 题 得 证 。 

(4) 证 明 比 较 一 般 的 情 
形 ; 四边形 P,PsPs 中 为 任意 四 
边 形 , 且 P,Ps 在 BC 边 上 ，Pas、 
人 在 AC 边 上 。 

如 图 1 一 15 所 示 ， 刀 2 与 
大 si4 必 有 一 边 不 大 于 另 一 边 ， (图 1 一 15) 
不 芒 设 Pay 所 PP 

连接 PP ,过 已 作 PP 1 PsP 交 4B 于 PP 连 PE 网 

口 AFiPaPy = SAp!’ PP 
信 四 边 形 pi “PP3aP4 二 驴 四 边 形 P pabgPs。 


而 四 边 形 P1PsDP3Ps 属 于 情形 (3)， 


则 有 ”5 四边 彩 p,7 papsps < A4BG。 


1 
SApypaps SFI saBpe 外 


于 是 命题 得 证 . 
综合 前 面 (1)、(2)、(3)、(4) 便 知 本 题 得 证 。 


三 ”动静 结合 ， 破 除 定 势 


大 家 知道 ， 观 察 事物 ， 分 析 问 题 ,我 们 不 能 采用 静止 的 、 
孤立 的 思考 方法 ， 而 必须 应 用 变化 、 发 展 、 运 动 的 观点 去 剖 
析 和 判断 。 这 样 才能 战 而 胜 之 。 郊 题 ， 如 同 打仗 ， 只 要 我 们 
正确 处 理 运 动 和 静止 间 的 辩证 关系 ,巧妙 地 将 动静 有 机 结合 ， 
就 能 破除 定 势 ， 将 问题 的 本 质 一 览 无 余地 展现 出 来 ， 不 仅 可 
以 起 到 化 难为 易 的 作用 ， 而 且 还 能 较为 明快 地 解决 问题 ， 

例 1 (第 38 届 美国 中 学 数学 竞赛 题 ) 

如 图 1 一 16。 入 A4BC 的 <A4=45"， 人 LB8=30", D 在 AB 
上 ， 直 线 DE 将 八 4BC 分 成 面积 相等 的 两 块 ( 注 ， 这 图 可 能 


不 确切 ，E 也 许 是 在 CB 上 而 不 是 在 4C 上 )。 则 比 妇 太 


(A) -Ll , (B) .2 (C) 


1 3 1 
a ed 一 (D /$9 
9 2+ 2 v3 ~ 6 


E) .2.. 
) 9 
首先 ， 我 们 注意 题 设 中 4 注 ? 的 存在 问题 ， 它 启发 我 们 为 
确保 解 题 的 顺利 进行 ， 预先 佑 计 出 直线 DE 的 可 能 变化 范围 
移动 图 (1 一 16) 中 DE 的 位 置 使 与 C 重 合 ， 直 线 DE 与 
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NACCE ) 


A FD 
《图 1 一 16) (图 1 一 17) 
AB 的 夹 角 60° 不 变 ， 如 图 1 一 17。 设 入 4BC 的 高 CF=1。 则 


AB=1+w 3, AD= +- 于 是 


SDDS SC (1 + ha + 了)= 1:v > 癌 。 


上 面 结果 告诉 我 们 点 忆 只 能 落 在 4C 上 ， 

思考 一 。 考 虚 到 直线 DE 的 位 置 可 变 , 但 DE 与 48B 的 夹 
角 公 ADE = 60° 不 变 , 故 以 B 为 顶点 ,83C 为 角 的 一 边 作 人 CB 
玉 = 30*， 交 AC 的 延长 线 于 ,将 直线 BF 沿 BA4 向 左 平 行 移 
动 ， 经 过 C 点 后 的 某 个 时 刻 就 会 落 在 满足 题 设 的 位 置 上 ， 不 
妨 假设 落 在 图 1 一 18 中 的 DE 位 置 。 这 时 有 


了 工 S 
6 _ SAapg _ 2 ~ AABC 
AB S AaBF SAaBr 
略 解 一 。 不 难 证 明 人 ABCF 为 等 腰 三 角形 ,BF = BC = 2 
又 据 角 平分 线 定理 可 求 得 
CF -= 2 2 _，4C- 
F's 44=w2， 
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1 Ss 
2 SAaBe AC 2 


则 oy eR 


AD ,1 他 如 
故 AB 4T2 因而 应 选 答案 (EE)。 


〈 光 1 一 18) (图 1 一 19) 


思考 二 。 过 点 C 作 直线 CF ED。 向 左 平行 移动 CP , 菜 
个 时 刻 将 落 在 满足 题 设 的 位 置 上 ,不 妨 假设 落 在 图 1 一 19 中 的 
DE 位 置 。 


1 
这 时 ,AD Snaps_ 了 ?aaae /AB 


(AF) "了 ee” Se 2AF 


略 解 二 . 据 图 1 一 17 有 4D= 1+ 治 3 ， 则 


可 AD\: 
AF -一 又 4B-1+w3， 因而 (人 4-) -3 
应 选 答案 ( 玉 )。 
思考 三 。 从 相对 运动 的 角度 出 发 ， 伴 随 运 动 参照 物 的 不 
同 选择 ， 动 、 静 也 随 之 发 生变 化 。 不 妨 将 问题 中 尚未 确定 的 
人 4DE 看 作 是 确定 的 如 图 1 一 29，DF 是 ADE 的 平分 线 ， 
将 人 4BC 奢 作 尚 未 确定 ， 而 将 问题 转化 为 “将 直线 DF 向 右 
平移 ， on esi i 卫 。 当 SAaae 


是 Saaps 的 两 们 时， 所 =? ”. 由 图] 一 20 可知 ,4 他 ) = 


DAaDpF = _SAapr AF 


Sanige. Donapg 248 

略 解 三 . 设 入 4DF 的 4D 边 上 的 高 为 1, 则 有 AF = 2， 
DF=2=DE， 在 八 4DE 中 ， 据 正 定 理 有 AE=DE。 
sin60° = V6, (后 ) - vv2 1 


sin45” AB 2V6 2 3 
D 
则 4 三 3” 因 而 应 选 答案 ()， 
Cc 
E 
A 6 
《图 1 一 20) 《图 1 一 21)》 
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思考 四 ， 考 虑 到 直线 DE 与 4B 的 夹 角 为 60" 不 变 , 故 DE 
的 正确 位 置 可 看 作 是 一 位 与 4 怒 的 夹 角 成 60? 的 平行 线 复 盖 
A4CF， 如 图 1 一 21。 其 中 必 有 一 条 也 仅 有 一 条 直线 处 在 已 
E 的 正确 位 置 上 。 联想 解析 几何 中 的 平行 直线 系 方程 ， 故 又 
有 如 下 解法 。 

解法 四 。 如 图 1 一 21， 建 立 平面 直角 坐标 系 ， 设 C(1， 
1)， 则 BT+w3，0)。 

直线 4B:y=0 AC:y=%。 又 设 直 线 DE:y= ~ 3x 
+ b。 不 难 求 得 


Ds 0)， 


EB(Tiy Ts) 


v3 
又 Saae=23apz 有 
1.6. 6 /ly 可 
2 "V3 TV (#) +vVB) 
6 


= 4/9 。 1+w3 4 V3 = 1 

bw 3 V3 ”AB w3+1 N12 

因此 ， 应 选 答案 (££)。 

思考 五 。 如 图 1 一 16， 假 设 直 线 DEB 的 位 置 已 满足 题 设 要 


求 ，Seape = 于 ， 由 于 ABC 与 A4DB 的 三 内 角 的 大 小 不 


‘ABC 


变 ， 即 A4=45",，LB=30",， LC=105*,， 人 ADE = 60"， 
人 人 AED=75°， 借助 于 正弦 定理 和 三 角形 的 面积 公式 ， 不 难 
求 出 解答 。 
解法 五 ， 由 SAapa = 十， 有 
AABG 
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AD.AE 1 


AB.AC 2 
网 ,Sin60° 时 ,Sin30° 
其 中 4E = AD 35， AC ~ 4B ,nT05 


将 上 述 4E、AC 代 入 (+* ) 式 得 


AD_/ 1 _ 1 me 
则 舞 =Y 汪 -本 ;' 因 而 应 选 答案 (2)。 


例 2 (第 三 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 

在 一 个 圆 中 ， 长 度 为 2，3 及 4 的 三 条 平行 蓄 所 对 的 圆心 
角 的 弧度 数 分 别 是 ac、p8 及 w+ 6， 其 中 2+ 6<z, 著 cosa 是 一 
个 正 有 理 数 ， 那 么 当 cosa 表 示 成 一 个 既 约 分 数 时 , 它 的 分 子 
分 母 之 和 是 多 少 ? 

思考 ;倘若 不 加 深思 依 题 意 直 译作 出 QO 中 三 条 平行 歌 ， 
其 图 形 也 只 能 是 特殊 图 形 。 这 
是 因为 ， 就 满足 题 设 的 三 条 平 
行 艾 与 圆心 的 相对 位 置 而 言 ， 
多 达 数 种 ， 即 使 一 一 讨论 作出 
图 形 ， 也 与 问题 的 突破 无 补 。 
对 此 ， 我 们 考虑 到 长 度 为 2,3， - 
4 的 三 条 弱 所 对 的 圆心 角 的 弧 (图 1-22) 
度数 为 a, 8,a+ 6B 有 a + B<n， 
故 不 论 三 条 弦 与 圆心 的 相对 位 置 处 在 哪 种 情况 ， 总 可 通过 施 
转 长 度 为 ?，3 的 两 条 弱 所 对 的 弧 ， 使 它们 与 长 度 为 4 的 弦 所 


人 乌 


对 的 弧 成 图 1 一 22 所 示 ， 其 中 4DP=4，4C=3，PC=2， 


时 三 荡 恰 构成 一 个 三 角形 4BC.。 


路 解 ， 在 人 4B8C 中 ， 根 据 余 兹 定理 可 求 得 
cosZBAC=. | 


又 LBAC=S., 再 由 倍 角 公式 可 求 得 
cosa = 了， 

因此 ， 所 求 分 子 与 分 母 的 和 等 于 49。 

例 3 《86 年 上 海 市 竞赛 题 ) 


.如 图 1 一 23， 自 入 A4BC 的 顶点 引 两 条 射线 交 BC 
于 X、Y, 使 BAX= /CAY. 


BX.BY AB? 
求证 FX.CY "AC 


… 思考 : 题 图 1 一 23 虽 然 给 出 ， 其 实 它 仅 是 众多 动态 图 形 


中 的 一 个 静态 图 形 ， 这 是 因为 满足 题 设 的 人 4BC 可 能 是 锐 
角 、 吉 角 、 钝 角 三 角形 ， 


变换 问题 着 限于 角度 ， 将 人 4XY 看 作 固定 前 (0"< 4< 


《图 1 一 23) 


(图 1 一 24) 
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这 


)， 作 它 的 外 接 圆 O 如 图 1 一 24. 则 入 4BC 可 看 作 是 射线 
、-47 绕 点 4 向 A4 了 的 外 侧 等 角速度 旋转 ， 两 射线 与 
se C 与 点 4 构成 的 三 角形 的 集合 。 
路 解 ， 据 割 线 定理 有 BX。B8Y = .6D.B4，CY .CX 
=CE。CA。 网 
BX:BY BD.AB 
CRCY CE.AC 
因 ~D4X= LEAY, 则 DE YBC. 


BD _AB 
于 是 有 CE“ 40 
BX.BY AP? 


因而 oxi0Y Co 


例 4 (第 24 遇 国际 竞赛 题 ) 

设 同 平面 上 二 不 等 圆 C,,Cz( 其 圆心 分 别 为 DOs) 相 交 于 
两 点 ， 其 交点 之 一 为 人 4， 又 设 二 外 公 切 线 分 别 切 圆 C1 于 Pi 
Qi， 切 加 Cs 于 Pz,Qz, 而 六;,， 用 分 别 为 PIQ; 和 PsQ: 的 中 点 . 

求证 L040;= /MAM,. 

思考 一 。 由 题 意 作出 图 1 一 25。 就 此 静态 图 形 分 析 ， 因 

二 贺 不 等 ， 所 以 二 外 公 切 线 必 交 于 一 点 上 ， 显 然 ，O,、 
Ja 再 连接 人 4， 关 利用 相似 三 角形 的 性 质 ， 不 难 
求证 此 题 ， 

证 法 一 、 由 图 1 一 25， 有 

0O42= OPi-O OR. 

则 AO4d4M .wo AORA, 

邮 理 有 八 0,AM;coA 人 OsRA. 

因此 ，ZLO1AM ,= 人 AROi= LO0:AM;s, 


则 得 。 ZZ0140,= ALMA4M，. 


(图 1 一 25) (图 1 一 26》 


思考 二 。 显 然 ， 整 个 图 形 关 于 OO0: 对 称 ，Mi:。 开 :都 在 连 心 
线 OiOo 上 ,并 且 PiQ 4B、PasQa 都 与 OO 垂直 (图 1 一 25) . 
延长 公共 纺 4 已 交 已 Ps 于 了， 易 证 7 是 已 Ps 的 中 点 ， 从 而 4 
平分 M Ms。 通过 轴 对 称 , 应 用 运动 的 观点 ， 合 图形“ 集中 ”， 
将 分 开 的 两 个 三 角形 (AOz4Ms 与 AOid3) 变 为 相 邻 的 两 
个 三 角形 ， 进 而 使 用 有 关 定 理 ( 如 分 角 线 定理 ?进行 证 明 

证 法 二 ， 如 图 1 一 26。 由 于 

7TPi=7T4x7B=7P3;， 

所 以 7 是 PPs 的 中 点 ，4B 平 分 Ms。 再 以 4 为 对 称 

轴 ， 将 人 A4O:M: 翻 转 ， 得 到 AL4OsWM,， 这 时 


04_04 OM, _OM, 
OsA° O24’ MO ~ Os 


由 于 AOP,Q,AOsPsQs， 所 以 


OM，_OP，O4 
ON OP, OA°* 
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OA_OM 
POA” MO 


AM ,是 LO,A0, 的 平分 线 ， 

LOAM\= AMAO,s= /0sAM,;, 

LO01AO0s= /LO,AM,+ LM,AO, 

= /OAMs+ ALM,AO0s= A/M,AM,, 

即 有 人 O14A0s= MAM;. 

例 5 (第 19 届 国际 竞赛 题 ) 

在 已 知 正方 形 AB8CD 内 ， 作 等 边 三 角形 ABK,， CDM， 
BCL，DAN. 试 证 , KL、LM。 MN 和 NK 四 条 线 的 中 点 
及 AK、BK、BL、CL、CM、DM、DN 、 4N 八 条 线段 的 
中 点 是 一 个 正 十 二 边 形 的 12 个 

思考 一 。 如 图 1 一 27。 就 
此 静态 图 形 分 析 ，。 只 须 证 明 ， 
点 忆 ,，P,… 卫 is 都 与 点 0 等 距 
是 P,Ps= PsPs= PPe=…= 
PuPs= PisP, 

证 法 一 .由 题 设 有 

PP 了 BC， PiPs 


L1AD, (图 1 一 27) 


则 PPs 上 2 上 PsP,、 因 而 P,PsPrPs 是 矩形 。 
同 理 ，PiPsPioP, 也 是 矩形 
星 然 ， 上 面 两 个 矩形 相等 ， 其 对 角 线 交 于 O. 于 是 ，PP1， 
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Pe， Pa，Ps，P1，Pa，Pio， 了 1 与 点 0 等 远 
月 PPPss PPPs = Pas Pblis 
又 KM 与 LN 徘 直 且 相 等 ， 则 MNKL 是 正方 形 。 所 以 ， 
OP; = OF,;,= OFs = OPs,, 
再 因 OP. = OP;，OP,= OP。 
APIOP=45"- LPIOK=45° - /PsOK = /PsOP,. 
则 和信 P,OP,, 衬 人 POPs， 有 PiPis= PePss 
AOPPsAOPPssOP,P:， 有 
OP, = OP,,= OP,; 
同 理 可 证 ， PsPs= PiPi= PsP;= ee 
于 是 有 PiPa= PsPs= .= PuPis= PsP 
即 知 12 个 点 都 与 点 O 等 距离 而 且 每 相 邻 两 点 的 连 线 都 相 
等 ， 所 以 构成 一 个 正 十 二 边 形 。 
思考 二 . 设 正方 形 48CD 的 中 心 为 0， 如 图 1 一 27 所 示 ， 
以 O 为 原点 ， 建 立 直 角 坐 标 系 ， 借 助 解析 法 证 明 此 题 。 
证 法 二 。 如 图 1 一 27。 设 正方 形 48CD 的 边 长 为 20, 则 
A(~a, —4a), Bla, -a), 
Cla, 0), D(~a, a). 
因为 四 个 等 边 三 角形 分 别 是 以 x 轴 ，y 轴 为 对 称 轴 的 对 称 
图 形 ， 所 以 全、L 上 上、 人、 六 四 点 分 别 在 x 轴 。y 轴 上 。 而 且 
K(0, (V3-10), L(-(vV 3~1)a, 0), 
M(0, -V3-DD,N( 3 -1 0)., 


又 设 DN。CD 的 中 点 为 了 、f2，KW 的 中 点 为 Ps， 根 
据 中 点 坐标 公式 可 得 


生 6 


人 1) 


再 由 两 点 间距 离 公式 可 得 
1PPal =(2 -3)0， |PsPsl| = (2 -~ 3)a。 
则 DiP:= PP. 
由 |1OP|=w2- 30， 10P:| = v2- 3a, 
IOPs| = V2- 3a. 


有 1OP|= 10OPs| = 10Psl. 
因为 另外 九条 线段 的 中 点 分 别 是 已 ,P,Ps 的 对 称 点 ,所 


以 这 12 个 点 均 在 以 0 为 圆心 W336 为 半径 的 圆 上 ， 且 
这 12 个 点 间距 离 相 等 。 


D、A 时 ,上 旋转 到 了 M,N、 
大 ， 上 上， 所 以 四 边 形 KLMN 
是 正方 形 ， 以 O 为 中 心 ， 并 且 
DM LAN( 如 图 1 一 28)。 


则 由 于 DM 是 正信 DAN 的 高 ， 
所 以 Ps 是 AN 的 中 后。 


因此 ， 这 12 个 点 是 正 十 二 边 形 的 12 个 顶点 。 
思考 三 。 设 正方 形 的 中 心 为 O， 当 A 绕 O 点 旋转 到 B、C、 


又 设 DM 与 4N 交 于 Ps， 


同 理 ，BL 与 CM 的 交点 (图 1 一 28) 
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Ps 是 BL 的 中 点 。 

容易 看 出 ， 直 线 O.4 是 整个 图 形 的 对 称 轴 , OA 与 ZL 必 的 
交点 忆 是 LM 的 中 点 。 只 要 证 明 

PiPs= PsPs, LPiPsPs= 150° 
就 可 以 了 。 

证 法 三 。 如 图 1 一 28。 关 于 OA4 对 称 的 直线 DJ 、2B7Z 交 
于 轴 QA 上 一 点 Q, 在 直角 入 QMPs 中 

LQMPs=60°", LMQP, = 30°, 

又 易 知 OM 也 是 整个 图 形 的 对 称 轴 ，P，Pa 关 于 OM 对 
称 ， 所 以 

MP, = MPs= PaPs= 3 MQ. 


而 在 直角 入 QM Pl 中 ， 斜 边 中 线 
PP,=3QM. 


故 PPs= PsPs。 
易 知 ”LPiPsPs= LP,PsQ + 120° 
=2/PMP,+ 120° 
= /PMN ~- AZPeMP, + 120° 
= 80° + 120° = 150°。 
则 PP,= PoPs, LP.PsP,= 150°, 
由 此 ， 本 题 得 证 。 
收缩 分 割 ， 转 而 歼 之 
“收缩 并 分 割 ,再 围 而 歼 之 ”, 这 是 孙子 兵法 中 的 一 种 重要 
战术 ， 也 是 我 们 解 题 的 一 种 常用 策 路 。 下 面 列举 的 几 条 ， 正 
是 这 种 军事 思想 在 解 题 中 的 具体 运用 。 
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(一 ) 放 缩 天 挤 ， 步 步 通 这 
通过 放 缩 夹 挤 ， 限 定 变 化 范围 ， 青 步 步 副 近 ， 直 至 解决 
问题 ， 
例 1 “〈63 年 南京 市 竞赛 题 ) 
工人 老 张 经 常 在 闲 假 时 间 在 工地 上 收拾 散 落 的 螺丝 钉 ， 
他 总 是 把 这 些 螺 丝 钉 每 100 只 包 成 一 包 。 某 日 ,他 的 小 组 搂 受 
了 一 项 工作 ， 这 项 工作 的 第 一 天 ， 第 二 天 都 不 需要 蛛 丝 钉 ， 
但 第 三 天 需 用 3 只 ， 第 四 天 需 用 4 只 ， 第 五 天 需 用 5 只 ，… 
… 其 余 类 推 。 老 张 就 把 所 拾 的 螺丝 杀 拿 出 几 包 来 使 用 ， 恰 好 
完成 这 项 工作 ， 已 知 此 项 工作 需要 38 天 以 上 才能 完成 ， 而 老 
张 拿 出 的 包 数 至 少 是 5 整 包 ， 但 不 到 10 整 包 。 问 此 项 工作 要 
做 几 天 ? 老 张 共 拿 出 几 包 螺丝钉 ? 
思考 ; 假设 此 项 工作 需要 做 ?天 ， 老 张 舍 出 4 包 螺 丝 钉 ， 
由 题 意 可 知 
3+4+68++n= 100m, 
其 中 n>38，、5 <m<10 
本 题 的 困难 在 于 ， 既 不 知 n 为 何 值 ， 又 不 知 m 为 何 数 .为 
此 ， 我 们 采用 放 缩 夹 挤 的 办 法 ， 先 确定 2， 再 求 出 由 的 值 。 
事实 上 ， 有 2 100m, 于 是 


1000< (=- 2) (n+ 3)<2000。 
显然 ，#- 2<< 人 45。 又 知 22>38。 则 
36<2 -2<<45。 中 ”38 过 n< 之 47 
根据 要 求 ， 易 知 n= 42， 从 而 m= 9 ， 
答 ， 此 项 工作 要 做 42 天 ， 老 张 拿 出 9 包 螺 丝 钉 . 
例 2 (79 年 天 津 市 竞赛 题 ) 
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设 有 三 个 正 整 数 a，6，c 满 足下 列 条 件 : 

(1) 10<a<b<c<30; 

(2) a(2b a) 与 c2+ 205~ 15a 的 对 数 (以 某 正 整数 为 底 ， 
分 别 为 9 与 10。 

试 推算 这 三 个 整数 。 国 

思考 ;由 题 意 有 

logra(28 ~ a)=9 
Ue 200~ 15c) = 10 
其 中 天 为 不 等 于 1 的 正 整 数 。 
Qa(2b -a)= K? 

外 (,, 20b~ 15a= K' 

由 条 件 (1) 和 上 述 第 二 式 ， 有 

开 10<302+20x29-15xX10= 1330<3!。 

因此 1<K< 3， 故 K = 2。 

又 由 a(20-o) = 229， 根据 因数 分 解 的 唯一 性 ， 可知 
4= 2m, 其 中 和 是正 整数 。 

再 由 10<4<30， 易 知 a= 16 适 合 题 意 ， 从 而 解 得 0= 24， 
C= 28, | 

因此 ， 推 算 所 得 a= 16，2= 24，c= 28。 

例 3 75 年 美国 纽约 竞赛 题 》 

求 适合 于 x5= 656356768 的 整数 x。 

思考 ， 因 为 656356768 是 一 个 偶数 ， 所 以 它 必 有 25= 32 
这 个 因数 。 于 是 

656356768 + 32= 20511149。 
令 X5= 25y5= (27)5, 其 中 = 20511149。 
由 于 3200000<<20511149<<24300000。 
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即 205<20511149<305， 

则 20<y<30. 

为 了 确定 y 值 ， 下 面 采取 步 步 政 近 的 办 法 。 

和 帕 ”20511149 不 是 偶数 ， 知 y 了 22，24，26，283 

由 “20511149 来 尾数 字 不 是 5 和 3 ， 知 y 关 25，233 

由 “20511149 航 各 位 数字 之 和 不 是 3 的 倍数 知 > 克 
21，27。 

综 上 上 可知 y= 29， 即 295= 20511149。 

因此 ，x= 2 x29= 58。 

例 4 (第 19 届 国际 竞赛 题 》 

设 c，2 部 是 自然 数 ， 导 + 名 除 以 4+ b 时 ， 商 数 为 9s， 余数 
为 "。 试 求 出 所 有 数 对 (6，b)， 使 得 g2 +7 = 1987， 

思考 ， 本 题 的 难点 在 于 ， 既 不 知 a，6 为 何 数 ， 叉 不 知 q， 
为何 什 。 先 列 定 四 者 中 鸣 哪 一 个 ?成 为 解决 问题 的 关键 . 通 
过 观察 ， 易 知 从 gq 着 于 。 吉 次 上 ， 由 题 澡 自 


+ 
a+b 


= 0 十 by r>0, ga+b>r。 


则 当 g 汪 45 时 ， 有 g2 宇 2025，。 
由 民 +r=15987 知 r 达 -48 与 7 疡 0 巴 盾 。 


2 bs 
故 gq<<44 三 二 45.。 (*) 


当 ”g 志 43 时 ，q> 志 1849, 7 之 128，a+ 0>>128， 
设 


0 


V 


b，, 则 o> 广 (a+)。 
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0) 。 


车 a a+b), 如 6 之 二 (a+ 0)。 于 是 


1 1 
a+b 2 (+ ny+[s (a+ 中 
ca+D atb ET 


因为 4+ 6>128， 所 以 呈 士 六 >46 与 (# ) 巴 盾 。 


rb ,3 (+ 四 


4 
车 a>3 (a+b), 则 一 EE dt 


多 2 
由 a+ 5 守 128 知 和 +>56 与 ( * ) 矛 盾 。 


故 9%>>43。 于 是 43<9 近 44。 

因此 0= 44， 解 得 r= 41。 

由 上 可 得 0o+ 巡 = 44(41+6)+ 41。 
配方 后 得 (a-~ 22)*+ (0- 22)2= 1009。 


最 后 解 得 人 Le 
bi= 37 b=7,， 
a m=7 
bs= 50, b=50。 


(二 ) 化 整 为 索 ， 各 个 击破 。 
按照 某 种 规则 将 所 论 问 题 进行 分 类 ， 使 之 化 整 为 零 ， 然 


后 将 各 类 问题 逐一 讨论 ， 做 到 各 个 击破 ， 最 后 解决 问题 。 


例 5 〈58 年 武汉 市 竞赛 题 ) 
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已 知 任意 一 个 整数 ， 将 其 数字 相 加 ， 其 和 可 为 一 位 数 或 
多 位 数 。 如 不 是 一 位 数 ， 又 将 其 和 的 数字 相 加 ， 象 这 样 做 下 
去 ， 最 后 得 到 一 位 数 为 止 。 若 该 一 位 数 是 2，3，5，86 四 数 中 
的 一 个 ， 那 么 原 给 的 整数 决 不 可 能 是 正 整数 的 平方 或 立方 。 

思考 ， 因 为 任意 的 整数 都 可 表示 为 9q，9 土 1，91 土 2， 
9n 土 3，9n 土 4(n 是 整数 ) 之 一 ， 所 以 可 将 本 题 化 为 五 种 情形 
逐一 讨论 。 

事实 上 ， 上 面 各 数 的 平方 可 写作 ， 

(9n)2= 9K, (9nt+1)2=9K +1, (9nt+2):=9K+4, 


(9gK +3)*=9K, (9nt4)2=gK +7 (K =0, 1, 
2，…)。 

各 数 的 立方 可 写作 ， 

(9n)3=9K, (9n+1)3=9K+1, (9K +2)»=9K +8, 

(9nt3)3=9K, (9n+4)s=9K+1 (K=0, 1, 
2，…) 


在 这 里 可 以 看 出 ，9K 是 可 以 为 平方 数 或 立方 数 ， 但 上 
面 所 列 的 诸 余 数 内 ， 却 没有 2，3，5，6 四 个 数 ， 所 以 如 题 所 
云 。 

例 6 (62 年 成 都 市 竞赛 题 ) 

试 证 大 于 17 元 的 元 数 为 整数 的 款项 只 须 用 票面 额 为 3 元 
和 10 元 的 人 民 币 就 可 支付 ， 而 不 需 添 用 其 它 票面 额 的 人 民 
币 ， 也 不 需要 找补 。 

思考 ;因为 任何 正 整数 都 可 用 下 列 三 种 形式 之 一 来 表 
示 。 

{1) 3m Cm 为 正 整 数 )， 

(2) 3m+1 (m 为 非 负 整数 )， 
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(3) 3m+2 (mm 为 非 负 整 数 )。 
所 以 ， 先 将 本 题 分 为 三 类 ， 人 然后 再 逐一 讨论 。 
事实 上 上 ， 若 所 表示 的 正 整 数 大 于 17， 则 mx 宇 6， 即 m~6 
为 非 负 的 整数 。 由 此 可 见 ， 
(1) 如 果 款 项 为 3m 元 ， 则 可 单 用 3 元 币 m 张 来 支付 ， 
(2) 如 果 款 项 为 3m+ 1 元 ， 则 因 : 
3m+1=10+3m-—-9=10+3(m—3), 
由 m 宇 6 知 p~ 3 为 正 整 数 ， 故 这 种 款项 可 用 10 元 币 1 张 和 
3 元 币 m 一 3 张 来 支付 ， 
(3) 如 果 款 项 为 3m+ 2 元 ， 虽 因 
3m+2=20+3m—18=10x 2 ~-3(m—6), 
而 tm 一 6 为 非 负 整 数 ， 故 这 种 款项 可 用 10 元 币 2 张 和 3 
元 币 ;- 6 张 支付 。 
例 7 “〈63 年 北京 市 竞赛 题 ) 
已 知 多 项 式 x? + bx2+ cx + d 的 系数 都 是 整数 ， 并 县 bd + 
cd 是 奇数 。 证明， 这 个 多 项 式 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 
的 乘积 ， 
思考 : 因为 gd + cd 是 否 数 ， 唱 5+c 与 4 邦 是 奇数 。 于 是 
可 把 问题 分 为 两 类 :，! 为 偶数 ,c 为 奇数 为 奇数 ，5c 为 但 数 ， 
再 逐一 讨论 ， 各 个 击破 。 
(i) 0 是 偶数 。c、zd 是 奇数 
如 果 f《x) = x2+6x2+cx+d 能 分 解 成 两 个 整 系 数 多 项 式 
的 乘积 ， 便 一 定 有 一 个 一 次 因子 。 既 然 首 项 系数 是 1， 不 妨 
设 
(X+ p(XI+ GX+r) = XI + bx cx+d (1) 


其 中 要 求 ?、4、 ?都 是 整数 。 


54 


比较 两 边 的 对 应 系数 ， 得 


tr =d = 奇数 (2) 
pqtr=c= 奇数 (3) 
p+q=6b= 偶数 (4) 


从 (2) 汤 定 p、? 都 是 奇数 ， 由 此 再 从 (3) 来 看 ， 势 必 9 是 
偶数 ， 此 与 (4) 矛 盾 。 

(ii)c 是 偶数 ，D、q 是 奇数 ， 可 以 同样 地 推出 矛盾 来 。 

综 上 可 知 ，f(x) 不 能 分 解 成 整 系数 多 项 式 之 积 。 

(三 ) 减 元 缩 图 ， 战 而 胜 之 ， 

细心 观察 ， 提 炼 特征 ， 减 少 变 元 ， 缩 小 包围 圈 ， 战 而 胜 


[a 


例 8 《第 二 届 东 北三 省 数学 邀请 赛 试题 ) 
求 出 所 有 的 正 整 数 m、n， 使 得 
(m+n)T=nn+1413.。 

思考 ， 一 个 不 定 方程 中 含有 两 个 未 知 数 ， 直 接 求解 ， 颇 
不 易 得 。 细心 观察 题 设 条 件 ， 便 可 知 其 特征 ，m 不 可 能 是 侦 
数 (和 否则， 不 论 ? 为 奇数 还 是 偶数 ，(m+ 人 ”= pm + 1413 的 一 
端 会 是 奇数 ， 另 一 端 却 是 偶数 ， 得 出 矛盾 )。 进而 减 元 求解 。 
事实 上 ， 

当 正 整数 mm、?* 满 足 (m+ 人 了 = nmT+1413 时 ， 由 于 (m+ 
18)"T 宇 M77+ 87， 必 有 mm" 过 1413， 则 知 太 过 4， 又 由 于 1<m 志 
4 县 和 不 能 为 偶数 ， 因 此 和 只 可 能 是 1 或 3。 

当 m= 1 时 ， 对 任何 正 整数 *， 不 可 能 有 

m+n 9 十 1413。 
当 m= 3 时 ， 和 欲 上 式 成 立 ，" 必 须 满足 
(3+7)3= m+1413, 


即 {+ 319-154=0。 
解 得 n=11，n= -14( 合 ) 
于 是 ， 要 求 的 所 有 正 整 数 m、n 为 m= 3， n=11, 
例 9 〈 第 38 届 美国 中 学 数学 竞赛 题 ) 
车 PP 是 质数 ， 且 Xx?+ Dx- 444D= 0 的 两 根 都 是 整数 ， 则 
(A)1<p<11, (B11<P<21, (C)21<P<31, 
(D)31<p<41, (££)41<p<51, 
思考 ， 将 原 方程 变形 为 x*= p(444 一 x) .可 知 Y 含 质数 D。 
不 妨 设 X= pi(1 为 整数 )。 
将 x = p! 代 入 原 方程 ， 整理 得 ， 
pi(t+1)=37x 3 x4 
则 p= 387， 因而 应 选 答案 (D)。 
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数学 竞赛 中 的 多 项 式 问题 


多 项 式 不 仅 是 中 学 数学 的 重要 内 容 之 一 ， 而 且 也 是 代数 
学 的 一 个 基本 概念 ， 在 高 等 数学 以 及 许多 科学 技术 问题 中 也 
常常 用 到 它 。 因此， 在 国内 外 的 数学 竞赛 中 也 有 不 少 关 于 多 
项 式 的 试题 。 


一 、 依 据 题 设 条 件 ， 确 定 多 项 式 


在 中 学 数学 教材 里 ,主要 讲述 的 是 实 数 集 R 上 的 多 项 式 ， 
特别 是 一 元 1 次 多 项 式 ， 

QnXT + Qn-iX + An Xn 2 ++QX+ao 

其 中 % 是 确定 的 自然 数 ，an,an-_!1，…，ar,ao 是 实数 系数 ， 
an 所 0，X 是 任何 实数 时 ， 这 个 多 项 式 都 有 确定 的 值 。 

如 何 依 据 题 设 条 件 ， 将 试题 要 求 的 多 项 式 确定 出 来 ， 一 
般 地 讲 ， 没 有 什么 规律 可 循 ， 只 能 具体 问题 具体 分 析 。 

例 1 《64 年 北京 竞赛 题 ) 


已 知 某 二 次 三 项 式 当 x = 元 时 取得 极 值 25， 这 个 二 次 三 
项 式 的 两 根 的 立方 和 等 于 19， 求 这 个 二 次 三 项 式 。 
解法 一 ， 由 第 一 个 条 件 得 知 ， 这 个 二 次 三 项 式 的 首 项 系 
数 不 等 于 0, 而 且 可 以 写作 
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即 


和 
olx “3 十 25 (1) 
1 /ee PE 
Ne gd 1 /25 
令 (1) 式 等 于 0， 解 得 %1= 也 -+ ~ads Xx» = 了 2 -a 
于 是 Xi+ Xs= 1,X1Xs = 了 工 + 各 。 


所 以 XI + XE = (XI+ Xo) LX +X%a)2- 一 3X1X9] 


fl,25\_ 1 75 
=1 (二 + 下 ) 4 a° 


由 第 二 个 已 知 条 件 ,得 工 -- 宁 = 19。 

则 得 a= ~4, 将 它 代入 (1) 式 并 化 简 , 有 - 4X?+ 4X+ 24。 
因为 二 次 项 系数 是 负 的 ， 所 以 25 是 极 大 值 。 

解法 二 ， 假 设 二 次 三 项 式 是 ax?+ 6x+ cc。 因为 它 有 极 值 ， 


所 以 cs0. 又 因 x= ~- 部- 时 它 出 现 极 值 ， 所 以 -如 -= 二 
b= a。 
既然 5= - co， 这 二 次 三 项 式 便 可 写作 
aXx2—ax+e (2) 
因为 x= 字 时 ， 它 等 于 25， 所 以 全 一 了 -+c=25 
即 -a+4c= 100 (3) 


从 (2) 式 来 看 ， 假 设 它 的 两 根 是 x,，x2， 闭 么 


Cc 
Wi 十 Xs = 1，XIX2 二 
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由 此 ， XI + XY = (Xi+ NXg) ~ 3X;Xo(X 十 Xe) = 1- 4 


由 第 二 个 已 知 条 件 得 1- :2 = 19， 解 得 


c= -pa (4) 
代入 (3)， 求 得 a= -14 

再 从 (1) 和 (4) 求 得 58=4，c=24 

因此 ， 所 求 的 二 次 三 项 式 是 ~ 4x2 +4X + 24， 而 且 25 是 
极 大 值 。 

例 2 《〈78 年 安徽 竞赛 题 ) 

已 知 某 二 次 三 项 式 在 x*= 守 时 取 极 小 值 - 全， 它 的 两 个 


衫 的 四 次 方 的 和 等 于 337， 求 此 二 次 三 项 式 。 
解法 一 ， 由 第 一 个 条 件 得 知 ， 这 个 二 次 三 项 式 的 首 项 系 
数 不 等 于 0, 因 此 可 把 二 次 三 项 式 写 为 


alx > 1) -分 (1) 


因为 x = 去 时 ， 它 取 极 小 信 ， 所 以 a>0。 
1 49 
o(x- 半 ) -分 0 
设 此 方程 的 两 个 根 为 x, 和 x。， 则 有 
a~—49 
4G 
于 是 x4 二 %8 = (Xt+ x2) 2x2x2 
一 [(Xi 十 2X2)2 2X X02: — 2XI%2 


Xi+ Xo = 1 XiXs= (2) 
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= (1 -2xiX2)2 一 2X1X3。 
再 令 xixa= y， 刚 由 第 二 个 条 件 得 
(1 237) 一 27J2= 337， 即 一 2y-168=0。 
解 得 y= 一 12，ys= 14。 


U49 
由 xx = 3 一 一 12 及 XiXe 一- 人 ~-， 得 
— 480= 4 ~ 49， 提 a= 1, 
2 一 490  ， 
由 Yixo=y=j4 及 xx 一 得 


560=w 一 49， 旬 a= ~ 全 <0 (会 ) 


2 
由 上 得 知 所 求 二 次 三 项 式 为 (x- 十 ) ~ 名, 即 *?~x-12 
解法 二 ， 设 此 二 次 三 项 式 为 ax2+ 6x + cy 因为 它 有 极 值 ， 


所 以 Ce 闪 0， 由 于 dx2+ bx 十 人 当 x= 
2 由 二 \ py aa 6 = 


- 态 时 它 取 极 值 ， 故 有 一 -= 荆 , 即 6= -a. 因 此 ， 这 个 二 
三 项 式 可 写 为 
002 一 0X 十 C (1) 


因为 在 x = 于 处 它 取 极 小 值 - 人， 所 以 o>>0， 而 且 


及 
A -分 ， 即 — tC= 1? 


~GC+4c= 一 49 (2) 
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车 设 (1) 的 两 个 根 为 x, 和 x2, 则 有 


C 
Xi 十 Xo=]， IN 


由 此 得 Xtt+xt= (x?+%?)?— 2x?x3 
=[(X + Xx) — 2XX2)2 ~ 2X7 2 
= (1 一 2xXiX2)2 一 2(0XiX2) 


可 2c\、_ 2cz 
四 ie 


、 dc 2C2 2C2 
根据 假设 ， 有 1 一 + -= 337. 即 0 ~ 公 = 336 


由 (2) 得 c= et 代入 (3) 解 得 


a=1 及 Qa= ~ 33( 不 合 o> 0 的 要 求 )。 


所 以 a= 1， c= -12。 


因此 ， 所 求 二 次 三 项 式 为 xX? 一 x 12。 
例 3 〈86 年 全 国 党 赛 题 ) 
已 知 数列 oo，a co， … 满 足 
Qt 十 Gy 二 20; (i=1,2,3,°") 
求证; 对 于 任何 自然 数 %， 
ee Ce + oC ?x2 
(1— xX) "tt Cx (lx) + CX" 


(3) 
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是 一 次 多 项 

注 ，(1) 0 背景 ,为 避免 引起 元 论 
的 纠缠 ， 可 附加 条 件 o - cos0. 

(2) 若 P(x) 为 一 次 多 项 式 ， 则 有 n(x)= DCO) + [Cp(1) 
-2D(0)])X=ao+ (Qn 一 GQ0)X= ao+n(Qi 一 40)X。 这 样 ， 证 月 就 
有 了 一 个 明确 具体 的 方向 。 特 别 是 可 以 为 数学 归纳 法 的 实施 
提供 了 方便 。 

(3) 把 上 述 p(x) 的 表达 式 ， 看 成 数列 p。(x) 的 通 项 公式 
Du(X)= ao+2O -ao)x， 则 po(X) 是 一 个 首 项 为 0， 公差 为 
(Ql 一 Q0)x 的 等 差 数 列 . 取 x= 1, 有 a = p,(1) = 4o+n(ai~ a0)， 
即 数列 {a,} 为 等 差 数 列 ， 命 题 的 充分 性 成 立 ， 

下 面 给 出 本 题 的 几 种 证 法 。 

证 明 一 : 令 y=1-x.。 由 已 知 条 件 知 {a,} 为 等 美 数列 。 把 
通 项 公式 ok = ao+ Ra 一 40) (注意 ， 它 与 中 学 课本 中 x= a+ 
(k 一 1) (ai 一 40) 的 微小 区 别 ) 代 入 得 


p(X) = > Coxt yt 
= 2 Cao + hla, a ICix ly"-t 
k= 


= 2 oC tx yr* + hea oC iet ty 


k=0 
< 和 上 二 tt 1 


A 
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一 00(X 十 y)” + NG OKT Ch ry 
人 
人 人 

由 这 个 一 般 性 的 结论 可 以 得 出 很 多 第 果 。 特 别 地 ， 把 

=1-xY 代 入 ， 便 得 
PX) = G0+n(d 一 Go)YX 

为 一 次 多 项 式 

证 明 二 ， 我 们 来 证 明 p, (x) 是 一 个 等 差 数 列 。 


D(x = AC (1—x)+aCix= ao+(a 一 ao0)X。 


pa(X)=4d Cl-— x“ QCtx'(1~ xXx)" +a Cx" 


ba 


《1 一 X)9 十 Zar(Ct, 十 CT 


二 st 


=- aoC 


7—) 
(1~ xX) +a Cix: 


ni 
=(1— we Cr XCl ~ 0 Ci 


t=0 


WT 


一 } 


要 主 
| NA 
= XaCt_ ,xt(l 一 XxX)!~* + Xp (grr -QCiLy 
和 tao0 


et 


nt 


= Dn-i(X) + x(a ~ 00) 2 Cxrdl Xi 
二 


= Pai XI + XG ~ a0) CxX+ (1~ x)I"! 
= Dr (X)+ (~ do (n>2) 
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吕 
> 
di 


这 表明 p。(x) 是 公差 为 (a - ao)x 的 等 差 数列 ， 通 
为 , 

Pn(X)= p(X) + (nn~ 1) (0 ~ a0)% 

= 00+Hd 一 00)X。 

证 明 三 ,通过 pf0)、b 思 (1 可 计算 出 户 (x) 若 为 一 次 多 
项 式 , 必 定 是 如 (x) = pn(0)+ (pa(1) ~ pn(0))X= a0+n(a ~— 
ao)%. 再 由 证 明 二 可 得 递 推 关 系 Pnt1(%) = p(X) + (a1 一 a0)%。 
于 是 可 用 数学 归纳 法 证 。( 咯 ? 


证 明 四 ; 设 p(%) 三 ober. 由 已 知 有 


p(X) = DaiCixt(1— Xx)"-! 


:= 0 


= aC: * DEC: 1(~—% 


im= 0 


n ni 


= 3D- 1aCCe x 


i=0 r=0 


= (~1)*taCiCt x (R=1+r) 


im0 k=i 


=》 D-DDKriogCn Cx — 1)*!= (~ 1)+!) 
一 ， 《si 


” 站 
= -DtrigCICix* (约定 C3=1) 


t=0 1=0 


比较 对 应 项 的 系数 ， 有 
= (1)"aC C3 = ao 
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bi= ~ aCCY + aC,C! = Nn(01 ~ 00) 


bi=(-1MCI S-DiaC=0 (2 过 PSO 


1 一 可 


其 中 民生 1D101C; =0 可 仿照 证 明 一 来 证 。 于 是 


i 


p(x) =b0+ Ox) = A0+ Ndi ~ U0)X, 


证 明 五 对 p(x) = 5 axCtx*(1 x)?-* 求 导 


k=0 
P= ~ Yn- hoxrClx( ~ xX)! 
ka 


a | 
+ (krl)ar Crt ~ x) "Tt! 


k= 


= Daprt— or)CE (I~ 
k=0 


| 


=N(d ~ 00) > Ct ix*t{1 Ja 


k=0 
= h(a — 0) ( 非 零 常数 ) 

可 风 ，p(x) 必 为 一 次 多 项 式 ， 

证 法 六 ，。 解 任何 一 个 数学 种 目 ， 才 应 当 充 分 发 氛 各 烈 用 
题目 本 身 所 获 含 的 信息 .既然 题目 要求 证 明生 2 证 一 个 一 次 
多 项 式 ， 我 们 便 可 先 设 p(x) = 4x+ 有 (1) 

以 x= 0 代入 11) 得 B28- pf0) = detn = qu 

以 x=1 代 入 (了 1D) 得 4 有 -pil = dar = dns 

于 是 A=wmn- B= un- os 
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因此 ， 我 们 需要 证 明 

P(X) = 00+ (Gn— do Xe 

由 题 设 条 件 ，io，Q1/，42，…， 为 等 差 数列 ， 央 有 4 = 
…)。 这 样 ， 我 们 变 证 明 的 是 


Qay+ h(i~ 00), (n=0, 1,，2, 
(2) 


p(X) = Q0+ RQ ~ U0)% 
下 面 ， 应 用 数学 归纳 法 证 之 . 
当 n= 1 时 有 
力 (X) = gC 1- xX) +aCtx= 0 1- XI+aX= 0o+(9 一 
CD)X 。 


这 证 明 当 n= 41 时， 公式 (2) 泸 立 。 


假设 对 "成 立 ， 即 (2) 式 成 立 ， 要 证 对 x+ 1 也 成 立 。 这 时 
p(%) = De oOerirt 


根据 公式 Cy = Cr +C， 可 作 如 下 推导 ， 


下 中 攻 
人 Se Ye a 
p(X) = DalCi+tC: ! jx'(1 ~ %) Ee 


并 十 了 


= VaCixi— Xt GCT x ~ Xx)" + 
ss j 过 而 
antl 
= 1- XY Aan x txY aC! 1(1— 
ie=0 


1=0 
X DPID。 
在 最 后 一 个 和 式 中 ， 胃 ;来 代 赴 ;- 1， 得 到 
P= CIR) TCI -Xt DC ss 


im0 im0 
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(1 ~ x) (3) 
因为 el =4i+ (41 一 00)， 所 以 


Sa Cixil x) = TaCiaxt(1~— "t+ Ca, ~ ao) 


Ta 


VC ex- X= DaCixi(l— x)" + (0 -ao) 
1 ie 


代入 (3) 得 到 
p(X) = OE Cl 一 2XOm + xX(g -00)。 


由 归纳 假设 可 知 
p(X) = 0+n(0 ~ I)X+ (a — a0)% 
=00+ (n+ 1)(4 ~ 40)x, 
这 样 就 完成 了 归纳 法 证 明 . 
注 ， 在 竞赛 中 ， 有 许多 参赛 者 都 企图 用 数学 归纳 法 来 证 
明 本 题 ， 但 对 者 极 少 。 一 些 参赛 者 失败 的 原因 在 哪里 ? 不 少 
的 人 在 得 到 (3) 以 后 ， 他 们 虽然 利用 归纳 假设 ,注意 到 了 


daiCnixi(1— x)™-t 


im0 
及 Oo OL 


都 是 一 次 多 项 式 ， 用 了 A4x+ B 及 Cx+ DD 分 别 来 代表 它们 , 代 
入 (3) 之 后 ， 得 到 

p(x)= (1~x)( Ax+ B)+xCcx+ DD), 
但 从 这 时 已 无 法 断言 它 是 一 个 一 次 多 项 式 ， 因 而 他 们 错 就 错 
在 没有 洗 消 两 个 一 次 多 项 式 4x + B 与 cx+ DD 的 具体 关系 . 
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co 的 ig 0，1，2，…，1 时 ， 有 


pk) = a 试 确定 p(n+ 1)。 


解 : 令 QCO = (x+ Dp) x。 

因 对 X=0, 1,， 2, 1, Q(x) = 0), 

所 以 Cet D p(X) x= AX(X— 1) (X21)。 
为 确定 4， 令 xY= ~1， 于 是 

T1=4(-1 )2+IKZ 十) 1 


(一 1)212X(X 一 1)CX 一 2) (X00) 


i i dm Ss es ,es +Xx 
2 
则 p(x) = ea 
由 此 可 得 
1 (7 是 奇数 ) 
p(n+ 1) = 
n+2 Cw 是 偶数 ) 


例 5 《86 年 全 白 数 学 奥林匹克 试题 
求 -一 个 整 系数 多 项 式 ， We 


解 ， 因为 & = (24+ 3)=5+3YV 2V 3(V2+ 
s/ 3)=5+3w 60, 
所 以 (ao -5)3=(330602) = 162c3。 


Bj cs- 15c6o-87c3 一 125=0。 
BW p(x) = Xx — 15X8— 87x2 ~- 125 
就 是 满足 条 和 件 的 一 个 多 项 式 ，pix) 乘 以 任意 一 个 多 项 式 


QCx)， 则 p(x)Q(Cx) 仍 满足 条 狂 . 

例 6 “第 38 闻 美国 中 学 数学 竞赛 (AHSMF) 试 题 ) 

满足 (xX?) = Cf(x))?= 了 (f(x)) 且 次 数 大 于 或 等 于 1 的 多 
项 式 f 有 和 多少 个 ? 

A) 09, (B) 1, (C) 2， 

(D〉 有 限 多 个 但 大 于 2 个 ， 

(EE) 无 限 多 个 。 | 

解 : 令 f(X) = y， 代 入 fCf (Xx)) = [f(x)]?, 得 f(y) = 刀 。 
已 知 / 1X) 厦 次 数 大 于 或 特 于 1 的 多 项 式 , 所以 对 应 于 *% 的 一 切 
值 ，f(x) = y 有 无 穷 多 个 不 同 的 值 ， 它 们 都 使 Xx) 和 x 相等 
(图 Foy7) = 2)。 因 此 ，f(x; 二 x 兴 ， 即 满足 上 述 条 件 的 /只 有 
1 个 。 显 然 ， 题 设 男 一 个 条 件 /(x?) = [f(D 了 2 也 能 满足 。 于 
是 ， 应 选 答案 (8)， 

例 7 (第 20 蚀 金 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 

如 果 多 项 式 如 2 的 所 有 系数 都 是 0，1，2 或 3 时 ， 称 之 为 
“容许 的 ”?”。 对 于 给 定 的 自然 数 ?， 求 满足 p(2) = ?的 所 有 “ 容 
许 的 多 项 式 ” 的 个 数 。 

解 ， 设 p(X) =a0+ 4:x+ aox2+… 是 满足 题 设 的 多 项 式 ， 
那么 它 的 系数 ao E {0，}，Z，3}。，p(2) 启 发 我 们 化 2: 为 二 进 
制 数 中 的 两 位 数 

Gi=b。2"+6。21， 

其 中 6,、ci€ 16，1}。 而 每 个 p(x) 由 六 、ci 所 唯一 确定， 
px) = Sb + 2ci)x?。 

这 里 及 下 面 的 总 和 指标 : 涪 历 基 个 有 限 的 非 负 整数 的 集合 。 


再 考虑 分 别 对 每 个 m = 0，1，2，…，[ 过 ] 的 值 给 出 的 多 


项 式 
bm(%) = Ebi+ 2c1)x!, 
其 中 0b;，c1E (0， 和 分 别 是 2- 2m,m 表 为 二 进 数 的 数字 ， 
其 由 下 面 的 展开 式 所 确定 : 
n~ 2m=Dbo。 20+b, .21+ 0 22+ 
入 二 CO。20 二 CU。21+Ccz。22 十 (来 ) 
可 以 检验 ， 
pm(2) = Bbit+2c) » 2'= Bobi 2:+ 25 lc. 2 
= (KR~ 2m) + 2m 二 2。 
这 样 一 米 ， 每 个 满足 题 设 的 多 项 式 p(x) 恰 与 
DolX), p(X), 0, at 


中 的 一 个 多 项 式 便 等 
最 后 说 明 由 (* ) 给 出 的 四 为 什么 不 超过 [二 ]。 事实 上 ， 


n= P(2) = Ib,+ 204) » 2:>25c, * 2:= 2m, 
n 

所 以 m<[3] 

于 是 ， 对 给 定 的 自然 数 %"， 所 有 满足 (2) =n 的 “容许 多 

? nn 
项 式 ?有 [也 ] 个 . 

例 8 “(74 年 第 三 局 美国 数学 奥林匹克 试题 ) 

令 aG，0，c 表 示 三 个 不 同 的 整数 ， 且 令 忆 表示 整 系数 多 项 
式 。 证 明 ， 不 可 能 有 P(a) =b， Pb}y=¢e, Ple}y= 4d, 

证 明 ， 因 为 P 是 整 系数 多 项 式 ， 且 6,b 和 c 是 不 问 的 整数 ， 
如 果 我 们 令 


P(X) = 00+ GX 二 GaX2 十 十 GaX™, 
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那么 

Prey ~ PB) =a(a- b+ aa ~ b+ ang" — b") 
= (a— OQ(a, 0), 

其 中 Q(a，b) 是 一 个 整数 。 于 是 


Pa) = Po) Qca, b) 
o 多 多 


2) 
同 理 Re eh C)， 


人 =Q(e 
C 一 4 


a)。 


其 中 Q(b，c) 和 Q(c，a) 都 是 整数 ， 

假设 Poo) = 0，P(D) = co， 并 且 P(c) = o， 那 么 
(b-c)= a-bQ(a, b), 
(c—-q)= (bc)Q(0, ce), 
(a-b)=(c~-a)Q(c, a). 

这 就 有 Q(a，)，Q(b,，c)，Q(c，a)=1， 所 以 1Q Qo， 
bo = QB, ce)| =|Q(c, o)|1=1。 最 后 la-0i=10~c)= 
ic -4|。 这 个 结论 是 不 可 能 的 ， 它 与 ,4 和 c 是 不 同 的 整数 
相 了 矛盾 ， 于 是 本 命题 为 真 . 


二 、 根 据 枝 求 ， 确 定 多 项 式 某 项 的 系数 
确定 多 项 式 其 项 的 系数 是 大 家 熟悉 的 ， 这里， 再 举 几 


知 。 
例 1 (第 4 届 美 国 数学 邀请 赛 (AIME) 试 题 ) 
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多 项 式 1- + 轨 - 如 + 和 +xt8- 2 可 以 写成 下 列 形式 : 
Got OVt GV NV TF ey +t Qiny17， 
其 中 y=x+lo=0 1，2，…，17) 都 是 常数 。 求 
2 的 此 。 
深 法 一 ， 以 <= y- 1 代入 前 一 多 项 式 ， 得 
1-(y-1)+(7y-1)2-(y~1)3+…+(y--1)10-~- (2 一 
1)!7， 
可 获 % 的 系数 =1+CI+CI+CI+ +TCI+CIS。 
根据 C+C*=Cr,,， 可 连续 推 得 
gao=Cr+CI+tCOt+rOs t+ ClrC!s 
=C+C3HTCETLT +CIi+COls 
(人 CCC 
=Ci+Ci=Cli=Ci=816。 
解法 二 ， 设 ao+ai(XY+1)+as(X+1)2+03(X 士 1)3 十 十 
Qi7(X 十 1)17 


全 


二 ] 一 XX 十 X2 一 X3 二 :十 X16 一 X17。 
对 此 式 连 续 两 次 求 导 ， 可 得 
2ads + 3° 20a(X+1)++17. 16017(X+ 1)15 
=2~3° 2x+."~17. 16x!5, 
令 x= -1， 由 此 式 可 得 
20=1。2+2:，3+…+16。17， 


则 aa= 3 22+ +165)+(1+2+… 二 16) 
= 于 [ 工 16 。 工 。 
= 二 [16 .17(2，16+1)+ 取 16(16+1)] 
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= 816. 
和 例 2 (63 年 北京 竞赛 题 ) 
求 (1+x)3+(1+x)4+(1+xX)5++(1+x)2+2 展开 式 
里 x2 的 系数 。 
解法 一 ， 因 关 (1+x)3+(1+X)4+ (1+X)5+ .十 (1+ 
和 722 


_(CI+Y)3CCL+Y)2 一 1] 
(1+X)—1 


= COT+X)n 1+ 
则 此 展开 式 中 < 的 系数 为 ，: 


C3,,— 1=3(nt 3) (n+ 2) n+1) -1 


= + ]11n)。 


解法 二 : 在 (1+x)3+(1+X%)4+ (1+X)5+ ，… + (1+ 
Xx)" 的 展开 式 里 x? 项 的 系数 为 C3+ CI+ C+ +C3+a。 
由 组 合 性 质 C? = C?4 一 C?， 于 是 上 和 式 可 改写 为 
(CI -Ci)+C3 ~ C+CI CI)+t +t (Csys — C42) 
=Cis ~-C}i=C:,, -1, 


则 x? 项 的 系 煌 为 C34。 -1 = 证 (m + 6n2+ 11n)。 


例 3 (79 年 贵州 竞赛 题 ) 
已 知 多 项 式 
P(X) = (2x— 1)1979(3%3 ~ 2X2+ X—~ 3)3(Xx2— 3x+ 1), 
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求 这 多 项 式 的 所 有 系数 之 和 。 
解 ， 因 所 给 多 项 式 的 到 高 次 数 是 
1x1979+3x3+2x25= 2038,。 
于 人 是， 可 假定 它 的 展开 式 为 
P(X) = G0x20 + GiX2037 + GaX2038 十 + Ta037X + sosa。 
其 中 oo，d aa，…，daoss 为 其 各 项 前 系数 、 
但 国 @ox2033 + ai xy2037 + JyX2036 十 + Gausy + degg8 
= (2X 一 1)1979(3x8 一 2X2 十 % 一 3)3(X2 一 3X 十 了 ) 和 5 
蜡 由 等 式 ， 故 对 于 x 的 任意 和 值 ， 等 式 两 边 代 数 式 前 值 应 想 窜 ， 
令 *= 1 代入 便 得 
Qo+ a + ug+ + Ce0sr + U2058 = (2—1 
(1~3+ 1 
一 1l878。( 一 1)32( 一 1) 叶 = 
所 以 ， 多 项 式 己 (x) 的 所 有 系数 之 和 为 1， 


)1978 (3 一 2 十 工 - 3 


三 、 僧 助 多 项 式 的 性 质 ， 求 鲁 育 关 滋 题 


在 中 学 数学 教材 里 ， 已 经 讲述 过 如 下 定理 ， 

定理 1 ”如 果 两 个 一 元 多 项 式 各 自 合并 同类 项 后 对 局 项 
水 数 分 别 相等 ， 那 么 这 两 个 多 项 式 笨 等 ; 反 过 来 ， 如 果 两 人 
一 元 多 项 式 恒 等 ， 痢 么 它们 各 自 合 并 间 类 项 后 对 应 着 系数 分 


别 相等 。 
定理 2 (余数 定理 ) 多 项 式 /(%) 除 以 xX~65 所 得 足 案 数 
等 于 /0)。 


定理 3 〈 困 式 定理 ) 多 项 式 /(x) 有 一 个 央 式 x~b 欧 充 


要 条 件 是 /Co) = 0. 
定理 4 如 果 整 系数 多 项 式 有 (%) = daxn 4 ga- T 
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+ ax 有 因 式 px- 9(D、9 是 互 质 的 整数 )， 那 么 p 一 定 是 
首 项 系数 en 的 约 数 ，9 一 定 是 未 项 系数 oo 的 约 数 。 

定理 5 x=b 是 方程 f(x) = 0 的 一 个 根 的 充 要 条 件 是 多 
项 式 1(x) 有 办 式 x ~ 6， 

根据 上 面 的 定理 ， 能 求解 有 关 试 题 。 

例 1 《〈63 年 北京 市 竞赛 题 ) 

访 p = Qe 十 Gk Xe+ +ax%X+ao 式 中 各 系数 ci(f 
= 0，1，2，…，A&) 都 是 整数 。 今 设 有 四 个 不 同 的 整数 xb 
x Xs X4 舍 p(X)) (7= 1，2，3, 4) 都 等 于 2， 试 证 明 ，。 对 于 
伍 仙 整数 x，p(*) 决 不 等 于 1，3，5，7?，9 的 任何 一 个 ， 

证 潜 一 ， 根 据 余 式 定理 ， 有 

p(X) 一 2= (XX~X) (XA) XA~ XX~AQX) (1t) 

其 中 Q(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 或 者 是 一 个 整数 。 办 
此 ， 无 论 x 泳 何 整 数 ， (XxX 一 X1)， (% 一 X2)， (% 一 Xo)，。 (% 一 
xX4)，Q(X) 总 是 牙 狼 ， 且 前 四 者 各 不 相等 ， 则 (1) 式 右边 至 
少 有 四 个 不 同 的 因数 

如 果 p(x) 等 于 1，3，5，7，9 中 的 任 一 个 , 则 (1) 式 左边 
可 能 是 -~ 1， 1, 3， 5， 7, 这 是 不 可 能 的 。 

证 法 二 :因为 1，3，5，?7，9 都 是 奇数 ， 所 以 它们 减 去 2 
启 还 是 奇数 ， 且 奇数 的 因数 必 是 奇数 。 如果 (1) 式 成 立 ， 势 
必 X 一 X1、X 一 Xo，x 一 Xs，X 一 %，Q(%) 都 是 奇数 。 如 果 是 这 
样 的 话 ， 四 个 不 同 奇数 之 积 的 绝对 值 必 不 小 于 9， 于 是 p(x) 
之 值 不 能 在 -9+ 2 与 9+ 2 之 间 ， 而 1，3，5，7，9 正好 都 在 
-9+2 与 9+2 之 间 ， 了 矛盾， 

例 2 〈65 年 美国 数学 竞赛 题 ) 

求 以 x3 ~- X 除 x+26+xX2 + 二 5%8 的 祭 式 。 
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解法 一 N+ XE XE + AAP + XL 
C¢ 3 xXx3—X 


+X + X60 
X2—X 


因为 f(x2) 二 〈《X2)40 十 《X& 》24 十 《%271 十 (CX2)4+ 1 
f(1)=1+1+1+1+1=5, 
所 以 根据 余数 定理 便 知 所 求 余 数 是 5。 


解法 二 ，- 革 XTX + NF XS 
4 3 
XX 


m+ Xs + NX +X + X80 


i 


= Ot CX 1) + (X21)+ (X81)+ (x — 1). 
Xx2—1 


! = -到 + (X44 X24+ 1) + (CXL2+ XI0+ +1) 


十 (X 中 十 X%82 十 避 十 了 十 (X40+X33+ 十) 

则 所 求 余数 为 5。 

例 3 〈78 年 重庆 市 竞赛 题 ) 

设 多 项 式 f (Xx) = aox2 +GX21+0n 2 二 Or (aT0) 
的 系数 均 为 有 理 数 。 求 证 这 个 多 项 式 能 被 x -1 所 逆 除 的 必要 
与 充分 条 件 是 ao + ct+a+…+a=10。 

证 法 一 ， 条 件 是 必要 的 。 

事实 上 ， 若 1(x) 能 被 x 1 整除 ， 则 f(x) 有 一 个 因 式 x 一 
i， 根据 因 式 定理 有 f(1) = 9。 岂 
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dot+tadwi+dz+…+oan=10。 

条 件 是 充分 的 。 事 实 上 ， 

车 ao+a+a+…+a=0， 则 /1)=0. 

因而 f(x) 有 一 个 因 式 x 1， 于 是 f(x) 被 x 1 整除 . 

证 法 二 设 f(x) 能 被 x 1 整除 , 设 其 商 为 Q(x)。(Q(X) 
为 n 一 1 次 多 项 式 )， 则 必 有 f(x) = Q(x) (x 1)。 在 此 式 中 令 
X= 1]， 得 1(1) = Q(1)(1-1)=0， 则 

f(1)=a0t+a+t+a+ .+an= 0, 

反之 ， 若 qo+ a; + Gs+… +an=0， 且 f(x) 不 能 被 x~ 1 整 
除 ， 于 是 应 有 f(x) = Q(x) (x 1)+， 这 里 A 是 一 个 非 零 常 
数 。 以 x=1 代 入 ， 应 有 f(1)= Re0, 即 0+tat+azte+ 
Qn 地 0， 与 所 设 矛 盾 。 因 而 / (xX) 能 被 x 一 1 整除 。 

例 4 〈64 年 成 都 市 竞赛 题 ) 

斌 证 ， 多 项 式 A 二 x99 + x88 寺 77 十 X66 二 X55 十 X44 十 X33 十 
y22 + 十 1 能 被 多 项 式 B 寺 x9 + x+ X77 十 X56 填 Xx5 十 X44+X3 十 x2 
+ XxX+ 1 整除 。 

证 法 一 因为 4- B= x93Cx95 一 1)+ Xx3(Xx80~1)+X7(X70 
一 1)+X6(X60 — 1) + XxX50— 1) + XX —1) + XIX ~— 1)+ 
(X90 一 1) +X(X10 一 1)， 而 且 每 个 括号 内 的 式 子 都 能 被 x 一 
一 1 遇 除 ， 可 知 和 44- B 能 被 x1? ~ 1 数 除 . 

又 因 X10 一 1= (x 一 1)B8. 所 以 4 ~8 能 被 8 名 除 。 

内 此 ，4 能 被 8 整除 . 
证 法 二 :因为 
(XMF XI + ATO XE + X04 KAO 4 x 20 + x10 4+ 1) 


《X98 十 X77 十 XO 二 5 寺 十 光宇 = 
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QP 99 
SX BB 3S x (x + 4+ x0+1)B, 
kb FeO 


而 且 > Xpa~— A= (X98 十 X97 十 十 X88) 十 (X87 十 XRS 二 
r=0 

18) + et (KIO XI+ tx) = EIB + XIEB + + XB= (X39 + 
2X%75 十 十 X%) 已 。 

所 以 ，4 = (xso+ vao sx70 +xl0+1B 

一 (X89 十 X73 十 十 %) 避 
= (X80 XH + X80 一 X78+X70~ X10 x 1 B, 

注 : 证 法 二 不 仅 十 明了 本 题 ,而 且 还 得 到 了 以 8 整除 .4 所 
得 的 商 。 

证 法 三 ， 要 证 明 4 能 被 整除 ， 只 须 证 明 方 程 8= 0 约 所 
有 根 统统 也 是 方程 和 44= 0 法 根 。 


由 于 B= * 上 ， 可 见 B= 0 的 诸 根 就 是 xi = 1 的 庄 根 
中 不 等 于 1 者 ,也 就 是 如 下 的 九 个 数 ， 


oe tn (R= 1, 2 3， 和 9)。 


10 i 


11)10 ~ YI10y11 一 
又 有 = 人 人 . 1 !， 可 见 4=0 


的 根 就 是 使 (X19) = 1 而 使 ws 1 的 数 ， 
因为 ”ee = 1， 记 以 (au = 1， 


又 由 axu= cos-10 《2X)》+ isin 10 2) 
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(天 = 1.2,…9)， 可 知 HH 人 不 是 整数 ， 因此 oka 装 1。 从 而 ex 


是 方程 = 0 的 根 。 
综 上 可 知 4 能 被 了 下 除 ， 
例 5 〈78 年 淮北 市 竞赛 题 
XR+2 十 《和 十 卫 )2m41 es 1 整除 (是 自然 数 》 
证 明 ， 因 为 X%2+X+1=(X 一 节 )(X 一 23) 
-1+w3i -1-w3i 


倪 三 “一 一 一 一 一》 贡 ” = 一 一 一 一 9 


2 2 


这 里 w+uw2= 一 1，w?= 1 
对 于 (x) = x+2+ (x+1)r+1， 有 
四) = mt+2 二 (四 十 1)20+1 = WL (27+t 
= mnt2 _ zhn+2 = Un+2(] 37) 
= WwW"+2(1 ~ 1”) = 
fw?) 去 《zu2)2+2 十 we 1 ,22+1 一 Z22+ 人 十 (= 切 )22+3 
= WP 1)= wt1(1 -1)=0. 
因此 ， ee 即 /(x) 有 因 式 x?+ 
X+1T、 亦 即 帮 xD) 能 被 x2+X+L 上 生计 
全 6 (57 年 上 海 上 海 市 竞赛 器》 
f(xX)= G0Xr + aX lt tn Xt ln, Br- 0) x- PB) 
除 之 ， 设 a 三 8， 求 它 的 剩余 。 
稻 ， 设 f(x)= g(x)(x-a)(x-p)+ R(X). 
因为 9(x%) 为 次 数 是 2- 2 的 整 函数 ,(x- c)(x- 6B) 为 二 次 
式 ， 所 以 R(X) 至 多 为 一 次 式 ， 可 设 为 4x+ 8。 
并 求 4、B, ,f(a)=aA+B ( 令 xX= a) 
[rp) -garB ( 令 x= 8) 
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解 得 “4= Lf. B=6f(0) -af(B) (sp) 


7 B-a 


则 得 Rexy= CO 二 大 C++LOACC) -of (PB) 
BbB-a 

例 7 (63 年 上 海南 党 赛 题 ) 

设 多 项 式 f(X) = ooxz+ ax +…+dan-ix+an 这 里 oo， 
gis， Qn-1，Qn 都 是 整数 ， 已 知 f(2)，f(3) 都 是 6 的 傍 数 ， 
那么 /(5) 也 是 6 的 倍数 。 

征明， 因为 1(2) = 2?an + 22-10 十 … + 20-,+ on 能 被 6 整 
除 ， 当 然 能 被 2 整除 ; 

又 因 2?oo+ 2210+…+ 2an- ,能 被 2 整除 ， 

所 以 an 能 被 2 整除 。 

由 于 f(3) = 3"oo+ 3710+ ++30n-1+or 能 被 6 整除 , 当 
然 能 被 3 整除 。 

又 由 于 3?ao + 3?%-1@; 十 … 二 34w- 能 被 3 整除 ， 

于 是 an 能 被 3 整除 . 

综 上 可 知 ，ax 能 被 6 整除 ， 

再 因 f(5) = ao(3+2)2+aI(3+2)2-1+ .+an1(3+ 2)+ 

an 
= Qa0(37 4+ Cnl371。2+ 二 Co-13。27-1++22) 
+0(37 + On 2 t+ O29 +» 27-24+ 


+ 2"7!) 


+ dn-3 12)+an 
而 且 每 个 括号 中 除 首 秋 尾 外 ,其 它 各 项 都 有 2 和 3 的 因子 ， 
即 都 能 被 6 整除 ， 写 成 (3,2),. 则 f(5)= FF(3,2)++aqo3”+ 
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Ci37-L+ w+-13+GanfGo22+022-1 + dn-12 + Qn~ an= 
FCO3,2)+f(3) + f(2) -an 

由 矿 (3,2)、/(3)、/(2)，an 都 能 被 6 整除 ,得 知 1(5) 也 
能 被 6 整除 。 

例 8 〈78 年 广东 竞赛 题 ) 

便 等 式 6x2- 丫 xy-3y2-x-7y-2= (2x+ 门 y+ 口 ) 
(Dx+Dy- 2) 的 各 方 格 中 究竟 应 是 什么 数字 ? 

解 : 设 6x2?~axy-3y?-x-7y-2= (2x+by+c)(dx+ 
ey 一 2)， 将 右 端 展开 ， 因 左 、 右 两 边 对 应 项 系数 相等 , 则 有 
2d=6, 2e+tbd= -a, be= -3，cd -4= -1, ce-20=-7, 
-2c=-2， 解 得 (a, 86, c,d, e)=(-7,3,1,3,~1); 


(a,b,c,d,e)= (由 ， 3 1，3， 一 6 ). 


则 全 等 式 为 
6x2+7XY ~ 3Y2— X77y—2= (2x+3y+1)(3%— y~ 2), 


或 Gx — Dy — 3 %—7y~ 2=(2%+ 37+1 )‘3x- 6y 


-2)。 

例 9 〈63 年 北京 竞赛 题 ) 

已 知 多 项 式 x3 + px2 + c%+ qd 的 系数 都 是 整数 ， 并 且 bd + 
cd 是 奇数 。 证明， 这 个 多 项 式 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 
的 乘积 ， 

证 法 一 。 因 为 bd + cd 是 奇数 ， 故 b+c 与 4 都 是 奇数 ， 于 
是 25,c 两 数 有 两 种 情况 :8 偶 c 奇 或 " 奇 c 偶 。 

(1) 2 是 偶数 ，c,d 是 奇数 . 

如 果 f(x) = x?+ 5bx?+cx+d 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 
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的 姜 积 ， 人 重 一 定 有 一 个 一 次 因 式 .既然 首 项 系数 巧 1 ， 宗 六 


fi 
7 
A 


dv 
A 


(xX+p)+(XL+ qx+r)= Xx + Dx2+cxt+d OD 


其 中 要 求 六 q、r 都 是 整数 ， 比 较 两 谊 药 对 应 项 系数 ， 


pr=d= 奇数 2 

pg+r=C= 奇数 Cs 

P+9g=b0= 偶数 4 

从 图 断 定 训 、r 部 是 奇数 ， 由 此 再 从 全 看 ， 势 必 9 是 供 数 ， 
此 与 由 矛盾 ， 

(2) c 是 候 数 ，b、d 是 奇数 ， 可 以 同 祥 地 推出 矛盾 来 。 

综 上 可 知 ， 帮 xx) 不 能 分 解 成 整 系数 多 项 式 之 积 。 

证 法 二 .已 知 7、c 二 数 一 奇 一 侦 ，d 是 奇数 ,如 果 逢 误 
x+ p 能 除 尽 /(x)， 必 须 p 是 奇数 ， 用 x + pp 涂 /(x)， 根 据 余 数 

-p+op-cptd 二) 

不 论 b 偶 c 奇 或 5 奇 c 偶 ， 这 余 式 的 四 项 之 中 总 是 三 项 为 奇 
洲 ， 一 项 为 偶数 ， 所 以 它 必 不 为 零 ,可 见 1(x) 没有 整 系 效 办 


汪 法 三 ， 已 知 9+c 与 4 都 是 奇数 ，@ 中 的 p 也 是 奇数 .用 
x= 1 代入 @@， 则 右边 为 

1+b+ctd= 奇数 

面 左边 由 于 x+ p 变 为 1+ p 成 为 偶数 ， 两 边 奇 偶 不 同 , 必 
有 中 不 成 立 。 

注 ， 证 法 三 的 优点 在 于 不 考虑 "与 c 的 奇偶 性 ， 因 而 不 必 
分 不 同情 形 进 行 讨论 。 
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例 10 〈79 年 河北 省 竞赛 题 ) 

(1) Fox) 是 一 元 四 次 整 系数 多 项 式 ， 即 

Fi = CX + eX 二 CX + CX+ Co 

其 中 co、c1、cs、ca、c4 均 为 整数 。 

求 汪 ，a、b 为 整数 且 a>>b?， 则 a 一 5b 能 整除 f(a) - 了 (5)， 

(2) 甲乙 二 人 在 教室 做 作业 ， 甲 问 乙 : “你 做 完了 儿 道 
题 ?? 忆 回答 说 : “我 做 完 的 题目 数 是 一 个 正 整 数 ,而 且 是 一 个 
一 元 四 次 整 系数 多 项 式 的 根 。 你 猪 一 狂 ?? 于 是 ， 甲 试 着 用 7 了 
代入 区 项 起 ， 得 值 77， 这 时 乙 说 , “我 做 完 铅 题目 数 比 7 多 ”， 
于 说 “好 ， 我 再 用 大 一 点 的 正 驶 数 试 一 试 ? 于 是 甲 又 用 8 代 
入 多 项 式 ， 其 值 是 85。 乙 看 了 又 说 “我 做 的 题目 数 比 有 还 
多 ”， 后 来 ， 轩 经 过 思考 和 和 计算， 终于 求 出 了 乙 做 完 的 题目 
数 ， 试 根据 上 述 对 话 ， 求 乙 完成 的 题目 数 。 

(证 昭 ， 因 为 Fe) 一 了 (0) = (coa+ Cag + cog? + C+ C0) 
— (ca teabs tobi tobtce) 一 Cd 一) 二 Ca mb3) + ey 
(a2-b2)+e(a-b)=csa-b)(at+b) (a +b2) +esa—b) (a 
+au+b)+csa-b)(a+b)+ec(a~b). 

由 于 上 式 各 项 都 有 因 式 a-b， 所 以 a ~ 5b 能 整除 f(a) - 
AD) 

(2) 解 ， 设 乙 所 说 的 一 元 四 次 整 系数 多 项 式 为 f(x)， 乙 
所 做 题 数 为 4， 依 题 意 有 

f(7)=77, f{(B}=85, f(A)=0 BB7<B<A. 

根据 c- 6 能 整除 /(2) - f(68) 有 

4 -7 能 整除 六 4)-A7)= -77 

4 -8 能 整除 /4 -AB)= -85 

九 - 7 能 整除 /DB) 一 f(7) =8 


®@®©o 


由 中 4-7 能 整除 77， 可 得 
A-7=1,7,11,77 ( 因 A>>7) 
有 即 A=8,14,18,84; 

由 @83 - 7 能 整除 8， 可 得 

万 -7=1,.2,4,8 ( 因 必 二 7) 
即 B=8,9,11,15. 


由 4 和 如 的 不 同 取 值 知 ， 
(ps A=14 /A=18 /A=18 人 
B=8 B=11 (gog (Ba \2= 


0 hk A=84 /A=84 0 
B=15 \B=8 B=9 B=11 \B=-15 
均 不 满足 四 ， 而 只 有 

| 

P=9 
才 满 足 条 件 四 ， 因 此 乙 做 的 题目 数 为 14。 
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变量 问 的 函数 关系 ， 正 是 事物 之 间 普 遍 联系 与 相互 制约 
存量 的 方面 的 反映 ， 具 备 这 方面 的 知识 ， 有 助 于 认识 自然 现 
象 ， 解 决 生产 实践 和 科学 技术 中 的 数学 问题 。 因此 ， 在 中 学 
数学 教材 中 把 有 关 函 数 的 内 容 放 在 极其 重要 的 地 位 ， 函 数 概 
念 便 是 一 个 重要 而 又 基本 的 峰 念 . 

湛 数 的 定义 域 、 值 域 、 对 应 关系 是 组 成 函数 概念 的 三 要 
素 。 近 年 史 、 在 国内 外 的 数学 竞赛 中 ， 有 关 函 数 概 念 的 试 
题 ， 即 是 求 函数 定义 域 、 值 域 、 对 应 关系 的 试题 经 常山 现 ， 


一 、 关 于 本 数 的 定义 域 


如 果 函 数 的 对 应 关系 是 用 公式 法 表示 的 ， 那 么 求 函 数 定 
义 域 可 以 参考 下 述 准则 ， 

(一 〉 当 函数 为 整 式 时 ， 它 的 定义 域 是 全 体 实数 ; 

(二 ) 当 沙 数 为 偶 次 根 式 时 ， 它 的 定义 域 由 能 使 根 号 内 
的 式 子 大 于 或 等 于 0 的 数组 成 ， 

(三 ) 当 函 数 为 分 式 时 、 它 的 定义 域 由 能 使 分 母 不 等 于 0 
的 数组 成 ， 

(四 ) 当 函数 为 对 数 时 ， 它 的 定 义 域 由 能 使 真 数 表达 式 
大 于 0 的 数组 成 ， : 
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(五 ) 若 函数 的 解析 式 是 由 几 个 数学 式 子 组 合击 成 的 ,内 
这 个 函数 的 定义 域 就 必须 取 这 几 个 数学 式 子 人 允许 值 范围 的 公 


共 部 分 。 
如 果 函 数 的 对 应 关系 是 由 图 象 法 表示 的 ， 那 么 可 用 观察 
法 求 出 定义 域 . 


储 1 求 函数 /x) = logsfCloga(logsx)] 的 定义 域 ， 
解 ， 因 为 对 数 式 的 真 数 必须 大 于 0， 所 以 

当 c>>1 时 必须 有 loga(logax) 过 0， 

中 logax1， 风 x 之 a。 

当 0<a<1 时 也 必须 有 1loga(iogax) 盖 0， 

好 0<logax<< 1， 则 ao<x<<1。 

这 就 是 说 ，f (Xx) 的 定义 域 是 : 

xX>a (a>1) 

ss (0<a<1)。 

例 2 求 画 数 f(x) =arcsin(arcsinx) 


+ arccos( (之) 的 定义 域 、 


解 ， 所 求 函 数 1(x) 的 定义 域 是 下 列 不 等 式 组 的 解 集 : 


-1<x<1 (1) 

~ 1arcsinx<1 (2) 
| <-2atCcOs% 

~ 1 一 — 人 -1 (3) 


由 于 反正 落 函 数 的 值 域 为 区 间 [ -了 ，”]， 那 么 满足 不 
等 式 (2) 的 所 有 的 角 者 属于 正 蓄 冯 数 的 单调 周 递 增 区 间 。 丰 此， 
不 等 式 (2) 等 价 于 不 等 式 
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sint ~ 1)<sin (arcsinx) <sin1l< > - sinl<xesinl, 


由 (3) 有 ~ TS arccow< £3 


本 了 一 2 NR-2 
即 是 , (4) -Tharccosx, (5) aArCCOSXE 
人 人 a 


又 因 ， 反 余 忱 函数 多 值 集 是 区 间 L0，x]， 所 以 在 所 有 的 
念 XEL 一 1，1] 上 不 等 式 (4) 成 立 、 

大 为 位 于 不 等 式 公共 部 分 中 的 值 属于 洱 数 cosx 的 单 漳 递 
碱 区 间 ， 所 以 不 等 式 (5) 等 价 于 不 等 式 


Tt 
cos(arceosx)>cos( 二 -1 )= Sls 
3 了 


已 


这 样 一 来 ， 为 了 找 出 该 函数 的 定义 域 ， 必 须 求 得 满足 不 
等 式 组 


的 x 的 集合 ， 这 个 不 等 式 组 有 唯一 的 解 x= sif1。 匠 以 ， 给 定 
沿 数 f(x) 的 定义 域 由 一 个 点 x= sin1 组 成 . 

例 3 已 知 冰 数 y= xD) 注定 义 域 是 C0，13， 求 

(1) jx2)， (2) f(x+a)+f(x—a) (a>0) 
的 定义 域 。 

和 解 ，(1) 欲 使 六 x2) 有 意义 ， 必 须 使 0 生 2 和 1 ， 
即 \x|<1 或 -1x 
(2) 窝 使 fx+a)+FxX-old>0) 有 有 意义， 必须 使 
GE 与 CSx-~casl 加 时 成 这 。 芭 一 6 过 x<1-a 与 


i uh 当成 六。 
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车 0<a< 二 时 ， f(x+a)+f(x-a) (ao>0) 的 定义 域 为 


{a, 1 一 0]; 
若 o> 二 时 ， Fox+a+Fx-a (ao>0) 的 定义 域 不 存 
在 。 


二 、 关 于 函数 的 值 域 


在 中 学 数学 课本 里 ， 有 求 函数 值 域 的 习题 ， 但 没有 举例 
阐述 求 电 数值 域 的 方法 。 这 里 ， 作 一 补充 简介 ， 

(一 ) 观察 法 

通过 对 函数 定义 域 及 其 对 应 关系 的 观察 ， 分 析 ， 找 出 所 
求 函数 的 值 域 。 

例 1 求 F(x) = xs+3 的 值 域 

解 ， 由 算术 根 的 定义 知 ，j 帮 Kx) 的 值 不 是 负数 ， 而 且 x3?>> 
0, XI+3>3, VX+3 ZW3。 

内 此 ， 所 求 函数 值 域 是 [vw 3 ，+co)。 

例 ? 求 /(x; = ww4x-3 +w4x5+4XY-3+3 的 值 域 。 

解 ， 显 然 ， 旺 数 的 定义 域 是 x 之 子 。 


于 是 ，wV ax?+ 4x-3=Vi2x+1-4 


有 是 v4x-3 之 0。 
和 Et i Shi 2 1 
兴 此 ， 记 求 卫 数 的 值 域 是 (4 了 ，+ co)。 
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(二 ) 反 函 数 法 
由 削 数 关系 式 y= f(x), 解 出 x= 广 !((y)， 再 求 出 函数 
x= /1(y) 的 定义 域 以 确定 y= fx) 的 值 域 ， 


例 3 求 y=f(x)= 2 的 值 域 。 


解 ， 不 难 求 得 x= 三 2)= logs ] -7 其 定义 域 为 


I-—y 


1~ y*0 | (2) 
所 确定 、 
由 (1)、(2) 解 得 0<y<1， 
因此 ， 所 求 函数 的 值 域 是 (0，1)。 


攻 加 _ 5%+3 
例 4 求 y=f(x) = -2 二 3 的 值 域 
解 ， 由 所 给 关系 式 ， 易 得 


“= f(y) = 


re + co )， 因 而 ,所 求 函数 的 


信 域 便 是 (0 ,2)U (2，+ co)。 
(三 ) 和 判别 式 法 
某 些 函数 的 值 域 可 以 借助 一 元 二 次 方程 的 判 出 式 来 解 
决 . 
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2 
例 5 求 y=f(x)= 关 让 坊 的 值 域 


2Y4 
甫 :将 已 知 函 数 关 系 式 变形 ， 有 
2yxt~x*+9y 一 3=0  (x 的 双 二 次 方程 ) (1 
因为 原 函 数 的 定义 虐 为 实数 集 天 ， 所 以 方程 (1) 必 有 实 
根 。 淄 启 
人 =(-1):-4x2y(9y~3)=0， 


) 


好 7272~24y~ 1<<0 (2) 

解 (2} 可 得 2 < 2 ME (3) 
12 12 

又 有 y= Zo>0 (4) 

由 (3)、(4) 得 0< ys: 二 党 全 


因此 ， 所 求 丽 数 的 俏 城 是 (0，-2+ v-6) 。 


(四 ) 所 方法 

号 方法 在 求 函 数值 域 时 ， 也 是 很 有 效 的 常用 方法 . 

全 8 求 y= f(x)=2(loge2x)*+ logs(2X):+ 2iogsX + 2 
的 值 域 . 

(1580 年 日 本 高 考题 ， 提 法 略 有 变更 ) 

解 ， 将 所 给 函数 关系 式 化 简 得 

y=20iogsxX)2+8logsxX+6。 


配方 得 y=2(i0gX+ 2)2 ~ 2。 
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因为 当 %= 二 时 ， (logsx + 2)2 有 最 小 信 0， 所 以 ,Clogsx 


十 2)2 的 值 域 为 C0， 十 co) 。 


其 此 ， 所 求 通 数 的 值 域 为 [一 2，+ co)。 
例 7 当 xE (my 并) 时， 求 Fx)= -ttg2xX~ 6tgx+7 的 值 


解 ， 因 为 f(x)= -~ (tgx+3)*+16。 
又 天 xE (tt), 打 入 LEX 0， 


于 是 一 (tgx+3)2< -32= -9， 

妈 f(x)= ~ (tgx+3)2+16< -9+16=7。 

因此 ， 所 求 函 数 芍 值 域 是 ( ~ 2，7)。 

(五 ! 变量 代 换 法 

变量 代 换 是 解 题 中 的 常用 方法 ， 求 函数 值 域 时 也 常用 到 


解 ， 灵 然 ， 函 数 的 定义 域 为 ( - cc， 


SR 2 
Suvi Nu>0 Hx- “3 


nz 
于 是 y=- fs By= ~ + + 1。 


1 2 】 1 
4 三 0， a +1)2<- 一 , 则 7 和 -一 +1= 二 。 
由 4 有 2 (wt 1 2 则 2》 1 2 
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因此 ， 所 求 函 数 的 值 域 是 (- oo, |]. 


例 9 求 y= 100= Ts 


解 ， 函数 的 定义 域 显然 是 实 ; 
, 则 有 


集 R。 


x=tgt,t (= 到 
令 ES 


二 
» eet Sint 一 3cosf = 2sin dt- 互 ) 


2 工 有 -Sx<t- TT 


当 - 忆 4<1- 守 <~ 守 时 ， y= f(x) 是 减 函 数 ， 此 时 和 有 


-2<y< -1, 

= 3 y= f(x) 是 增 函数 ， 此 时 有 
-2<y<~1.。 

综 上 可 知 ， 所 求 函 数 的 值 域 是 C[- 2，1)， 

六 ) 应 用 代数 基本 不 等 式 

某 些 函 数 的 值 域 ， 应 用 代数 基本 不 等 式 ， Xx+ y 宇 2V xy 
(x 之 0，y 宇 0) 来 寻求 ， 较 为 简便 。 

例 10 来 y= f= +e 的 值 域 。 

解 ， 因 为 e">>0， ee 所 以 
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T 一 革 
y= Vl. 


因此 ， 所 求 函 数 的 值 域 是 C1，+ co)。 


例 11 设 c、8 是 不 等 于 1 的 正 数 ， 
求 y= logab+ 1ogo4 的 值 域 。 
解 ， 设 logab=x， 则 有 


y= logab+logpa= Xx+ 士 。 


当 x>>0 时 ， x+1>2y 1-=2, Ty>2 


证 -3 


当 x<0 时 ,x+ 过 = -[(-*) ee 


一 一 2， 
即 y 志 ~2。 
综 上 可 知 ， 所 求 值 域 为 (~ co， -2]UKC2，+co)。， 


(七 ) 运用 已 知 函 数 的 有 界 性 
例 12 ” 求 下 列 函 数 的 值 域 ， 


(GD y= 


解 (1) 由 于 x?~10， 则 有 ** 一 1= 池 -， 于 是 22= 1+ 
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1 再 出 x2 之 0， 有 2 >0， 解 得 y 过 ~- 1，y>>0， 


因而 其 值 域 为 人 一 So -19U(0，+co)。 


(2) wx +3 志 0， 则 由 J 有 WV 


32 2 解 


= 4. 又 因 v/ 元 >0, 所 以 -33 二 


得 -<y<2. 于 是 ， 所 求 值 域 是 [e 


( 八 ) 利用 函数 的 单调 性 
例 13 求 下 列 函数 的 值 域 
(1) ee XEL[—-1, 2)s 


(2) g&(%) = 3 “El2, 4)。 


解 ，(1) 由 于 函数 【(x) = 2x + 3 在 实数 集 R 上 是 单调 增 
加 的 ， 故 在 [- 1，2) 上 f(x) 也 是 单调 增加 的 ， 所 以 f( 1) 一 
{C2). 


又 因 f( -1)=1,f(2) =7, 则 知 所 求 函 数 的 值 域 为 [1,7). 


(2) 由 于 函数 g(x) = 在 “> 过 时 是 单调 减少 的 ， 


故 g(2) 记 g(4)。 ”又 g(2) = 1， g(4) = 于。 所 以 ， 要 求 的 函 
1 
数值 域 是 ( 士 ，1 ). 
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( 九 ) 运用 元 数值 域 的 定义 


1 (x>0) 
例 14 ye -| 0 (x= 0) 的 值 域 。 
-1 (X<<0) 


解 ， 根 据 定 义 ， 易 知 所 求 值 域 是 {1，0，- 1 二. 

注 ， 类 似 上 述 分 段 函 数 ， 一 般 采 用 列举 法 可 以 直接 写 出 
它 的 值 域 . 

(十 ) 图 象 法 | 

车 函数 的 对 应 关系 可 由 图 象 表 出 ， 那 么 由 图 象 的 位 置 可 
以 确定 函数 的 值 域 . 

例 15 求 y= f(x) = 3sin(3x 一 所)+ 1 的 值 域 


解 ， 把 sinx 的 图 象 局 期 缩小 3 倍 ( 即 周 期 为 4." )， 再 向 


右 平移 本 个 单位 ， 然 后 把 振幅 
扩大 3 倍 ， 再 向 上 平移 1 个 单 
位 ， 即 得 y= 3sin(3x 一 瑟 )+ 
1 的 图 象 (图 3-1)。 

由 图 象 ， 不 难看 出 所 求 函 
数 的 值 域 是 ~ 2，4]。 

三 、 饮 数 的 对 应 关系 

自 变 量 x 与 函数 y 的 对 应 关系 是 指 ， 对 于 自 变 量 x 的 一 个 
确定 的 数值 x。( 定 义 域内 )， EN 
应 信和 yo。 对 应 关系 一 般 用 了 ， 9 等 字母 来 表示 。 
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(一 ) 示 函数 解析 表达 式 
例 1 已 知 /2) = 区 矶 上 + 二 ， 求 /CO。 


解法 一 、 变形 : 
ee 
x+1 


一 一 一 +1， 


即 有 f( 品 )=( 口 )?- 口 +1 
于 是 f(xX)=Xx2~-x+1。 
解法 二 、 换 元 ， 


x+1, sl 
设 =t, 则 x+1= tx, X= 


(0D 


于 是 f(D)= 
Cy 


4 
1+t~2f+1 +t-1 


1 
1 一 1 


=12—1+1 
即 f (x) = x2-x+1。 
例 2 已 知 f(%) 是 一 次 函数 ,是 f{fC… 了 Fs23} = 1024x+ 
~/ 


10 个 
023， 试 求 j(x) 的 解析 式 。 
解 ， 设 f(x)=ax+b (as0)， 则 
fe Cx) = ff x)= faxt+b)=a (ax+b)+b= 02X 十 (a 


+ 1)5b, 
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fiy Cx) =f{fCF 0 = Caax+(a+1)03= ax+ (Gta 
+ 1)0。 

由 此 可 得 ， 

foo (%) = lox+ (Cad + n+ oat + d+ 1)0, 

又 由 fauo(x) = 1024x+ 1023， 则 得 


Ql0 = 1024= ( 士 2)5 
10 _ 
= 1023 


解 得 a= 2, b= 1 或 4= -2, b= 一 3。 
y=2x+1 或 y= -2x-3。 


(二 ) 应 用 函数 的 对 应 关系 判断 二 函数 是 否 一 臻 

例 5 已 知 f (x)=x?，g(x) = 2x~5， 比 较 f(g(x)) 与 g 
(f(%)) 是 否 一 致 。( 六 年 制 重点 中 学 高 中 课本 《代数 》 第 二 册 
Pso 第 31 题 ) 

解 ， 因 为 1f( 口 ) = ( 口 )?,，g( 口 ) = 2x 口 ~5， 

所 以 f(g(%)) = [9g(x)32= (2x~ 5)2, 

gf (x)) = 2f(x) ~ 5= 2x2— 5。 

显然 ，f(g(x)) 与 9(f(x)) 不 一 致 。 

(三 ) 求 方程 的 解 

例 4 已 知 /CD = 和 3, 求 满足 1 二) = - 这 的 实数 角 
Xe 


一 、 
解 ， 因 为 f(DO) = ry 所 以 
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fC -2 XH2 -2 _x-2-2x-4 -x+6. 
X 二 2/ X~-2, > X—2+2xX+4 3X+2 
必 十 了 


又 因 x= - 2，F(x) 无 意义 ， 所 以 x= 2。 

(四 ) 求 函数 图 象 的 交点 问题 

例 5 已 知 fx)= ARx+b(Rs0,1。 求 证 y= f(x) 与 y= 了 
Cf (x 站 的 图 象 的 交点 在 y= JAFCFGx)D} 的 图 象 上 。 


解 。 f(x) = kx+b(kE0,1) (1) 
fCLf (x)I = R/Cx) + oO= hx+ kb+h (2) 
f{f CF Ox)I} = RCI = ksx + hb+ kb+b 
(3) 
由 (1)、(2) 得 y= 了 (x) 与 y= fCf(x)] 的 图 象 的 交点 坐 
_b 
标 ， i 
kb De b 
> 


1—k 
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1—k 
即 交 点 坐标 满足 (3) 式 。 
因此 ，y = jx) 与 ?= CCx)] 的 交点 在 ?= FACAFGx)Dh} 
的 图 象 上 。 


= ys 


四 、 试 题 类 型 与 炼 题 方法 


(一 ) 求 函数 的 定义 域 
例 1 (85 年 长 沙市 竞赛 题 ) 


函数 。 y= arcsin( lg 世 ) 的 定义 域 是 -一 -。 
解 ， 显 然 ， 实 数 * 应 满足 

-1L<lgj0<1， 

解 得 1<x<100。 

因此 ， 所 求 函 数 的 定义 域 是 C1,100]。 

例 2 (78 年 武汉 市 竞赛 题 ) 


Vlogs (2~1~ Xx) 


出 函数 y= 的 定义 域 。 
2 
解 ， 因 为 实数 x 应 满足 下 列 条 件 
log , (27 —%) 宕 0 (1) 
XI . (2) 
x % 
ogee (3) 
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-1 1 
由 (1) 有 3 Xx 3° 


由 (2)、(3) 短 Xx 计 1，x 二 0。 


于 是 有 ~ 六 <*<0， 0<x<。 


因此 ， 所 求 函 数 的 定义 域 为 [ - 二,0)U(0，》)。 


例 5 《〈62 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
dy— X= x 2X+10Y~ 4xy—1 
决定 y= 了 (Xx) 的 定义 域 及 图 象 。 
解 : 若 x2-2x+ 10y~4xy -10 (1) 
则 有 (4y-x%)2=x2~2x+10y-4xy~1。 
于 是 有 16+(-4x-10)y+2x+1=0, 
(8y~ 2x~ 1)(2»- 1)= 0。 


外 1 1 1 
i 过 一 一 XX 十 -- 一 。 
解 得 ”> 3 » 4 8 


有 (x 2)2Z>0 
因而 当 ”y= 时 ，% 为 
必 2 言 代入 (图 3-2》 
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《1》 时， 得 二 之 0. 从 而 x 为 任意 实数 。 


综 上 可 知 ， 函 数 y= f(x) 的 定义 域 为 实数 集 ， 其 图 象 如 
图 3-2. 


例 4 〈87 年 武汉 市 数学 夏令 营 试题 ) 
已 知 函数 f(x) = 二 < 的 定义 域 为 a， ff (x)) 的 定义 域 


解 ， 
1 
1+f(x) 1-x 。_ 1 
ff = 1~ f(x) ee 1+% Xx” 
一 YX 


所 以 a= {x|1~x*0},，b={x|x 志 0}。 
因此 aNpB={x{l1-xx0 且 x0}= SH 
例 5 Os 


已 知 y= log ,一 一 zi 问 当 x 为 何 值 时 


Fi% 局 


(1) »>0, (2) y<0。 
函数 y= 1og ， 二 的 定义 域 由 x+ 3>0 确定 ， 即 
7 


其 定义 域 为 (~ 3，+ co)。 


又 知 0 <- 方 < 于 是 有 有 
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(1) 车 y= log ,z+8> 0， 则 :< 1， 有 x+ 3 
邮 x> ~ 2， 
柱 y= 1 了 训 出 _ 六 十 
(2) 奋 y og ,z+3< 0 ， 则 二 > 1， 有 x+3< 1， 


即 xY< ~ 2。 
再 根据 上 面 求 得 的 函数 定义 域 便 知 ， 当 xX 福 -~ 2 时 ，Jy 盖 
0; 当 - 3<x< -2 时 ，y<0。 


例 6 《〈57 年 上 海 市 竞赛 题 ， 

当 * 为 何 值 时 ，vVig vigvVigvievilgyies 二 有 有意 
义 。 

解 ， 要 使 所 给 函数 有 意义 ， 应 有 


ri 


平方 WIV Ev Rol, 
VigvV gv i rie >10, 
平方 lgvVlgvVigvVigx>10 
Vigv i100" 


和 


平方 lg vig R10 ) = 102°"0 


102 


Vlg > 1010 


,102 


平方 ”lgVigw>10'"'" 


2 
,102°10 


vigx >10'” 
平方 I x>101 1 


六 3 
10102 80 加 
Cd 


3 
i 2*10 


因此 ， 当 x>1010 0 时 , 所 给 函数 有 意义 。 


(二 ) 求 洱 数 的 值 ( 域 》 

例 1 “78 年 武汉 市 竞赛 题 ) 

已 知 关于 x 的 六 次 实 系数 多 项 式 函 数 

f(xX) = x6— /DAS Xt Xm 2 BX IX DO, 


求 f(w2 +w 3) 的 值 . 

解 。 因 为 f(x) = (x5~ 2 3X5) Xt+(x3 ~ 2 3%2) 
+2X 一 v 2 

= XX(X— 2) 一 X% +XXCX~ 2 3)+2X-w 了， 

所 以 , f(vV 3+vV3)= (2+tvV 3) w+w 3) 
(ww3-wv23)-(w23+w3)4+(wv2+ 
VVItV VI ~ + 
+V3)-vV2*V2+V3-V2, 
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于 是 ，fF(w2+w3)=v3。 

例 2 〈77 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 

对 于 一 切实 数 x 及 y， 函 数 /满足 F(x。?) = f(x)，f(y)， 
并 且 f(0) 关 0， 求 1(1977) 的 值 。 

解 ， 由 题 设 有 fC0) =f(0，x)=/(0)。 f(x)， 


并 且 /WFD -1 
所 以 ”f(1977) =1。 
例 3 (77 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 

设 对 于 一 切 x 汪 0 及 一 切 y>>0， 函 数 f 满 足 f(x*y) = 了 (x) 
+f(y)， 设 1(2) =a，f(3) =b， 求 以 0 及 Lb 表示 1(72) 的 值 。 
f(72) = f(9x8)=/(9)+f(8) =f(3x3)+f(4x2) 
= 2f(3) + f(4) +f(2) =2f(3) + 3f(2) =34+ 20. 

例 4 《〈77 年 安徽 省 竞赛 题 》 


当 x 为 一 切实 数 时 ， 求 y= 疙 二 < 二 1 的 数值 范围 。 


解 ， 因 为 羡 =‰2+x+1 的 判别 式 A,<0， 而 二 次 项 系数 


1>>0， 所 以 ?>08 
又 因 ys= x2-%+1 的 判别 式 As<0， 且 其 二 次 项 系数 1> 


0， 所 以 yo>0。 
于 是 ， 当 x 为 一 切实 数 时 有 y= 和 5 了 ++]>0。 


(y~1)x2+ (y+1)x+(y—1)=0 
A=(yt+1)~4(y—1)= (3y~1)(3- y)>0。 


104 


则 有 <y<3. 


即 是 ， 所 求 y 的 数值 范围 是 [二 ，3 ]. 
例 5 《78 年 河南 省 竞赛 题 ) 

_— ll 一 
车 x*、y 都 是 实数 ， 且 y= 一人 + 二 


多 


求 logyz(x+ y) 的 值 。 

解 ， 因 为 x<、y 都 是 实数 ， 所 以 应 有 *? 一 4 宇 0, 4 到 之 0， 
x+2X0. 

即 有 xX?~-4 宇 0，X2 一 4 志 0，X%+ 2 二 0。 

因此 ，x2-4=0 且 x+ 2 三 0， 

解 得 x=2， 从 而 y= 0。 

于 是 logzr(X+y) = log.52= 2。 

例 6 (第 28 届 国际 数学 竞赛 侯 选 题 》 

设 / 是 满足 下 列 条 件 的 函数 ， 

(1) 若 x 二 y 且 f(y) - y>v 之 f(x) -x， 则 对 x， > 之 间 的 
某 个 数 z 有 f(z) =v+ 2 

(了 方程 f(x) = 0 至 少 有 一 个 解 ， 且 方程 的 解 中 有 一 个 
解 不 小 于 其 它 所 有 和 解 ; 

(于 f(0)= 1 

(IJV) f(1987)<1988; 

VW foxy fy) = fx FOY) + Ye flX) 一 Xy)。 

求 1(1987)。 | 

解 ，(1〉 由 (了 D 知 f(x) = 0 至 少 有 一 个 解 。 不 妨 设 4 是 
了 (x) 的 一 个 解 ， 
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(2) 设 4>>0。 

(3) 由 (DD 和 ( 夏 ) 知 ， 在 0 和 4 之 间 存 在 一 个 数 2， 使 得 
f(2)=2,。 

(4》 由 (V) 得 到 0= 了 (2)。f(u)=f(z* f(y) +u+: f(z) 
~4z) = 了 (0) =1， 蔬 盾 、 

(5) 办 此 ， 由 (页 ) 得 4 之 0。 

(6〉 由 (了 ) 知 ， 在 (x) = 0 的 解 中 ， 有 一 个 解 xo 不 小 于 其 
它 所 有 解 。 

(7) 由 (5) 得 xo<0。 

(8) 由 (V) 得 f(x)。f(x0) = f(x。 f(x0) + Xo* f(x)— 
XXa) 

即 0 = f(xo。(f(x) ~ x))，x 可 以 是 任意 的 数 ， 

(9) 由 (6) 得 Xo 守 Xo* (fxX) 一 %)。 又 因 xo<0， 可 将 不 
黎 式 改写 成 F(x) ~ x 之 1。 

(10) 由 (IY) 和 (9) 得 到 f(1987) 二 1988 志 f(1987)。 

因此 有 f(1987) = 1988. 

例 7 (第 19 届 国际 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 

设 f(n) 是 一 个 自然 数 集 上 定义 ， 并 在 这 个 数 集中 取 值 的 
函数 

证 ， 如 果 对 于 每 一 个 * 值 ， 不 等 式 f (n+1)>>f(f(n)) 

都 成 立 的 话 ， 那 么 对 于 每 一 个 x 值 ， 等 式 f(n) = 4 都 成 立 ， 

证 明 ， 我 们 先 证 明 一 个 命题 ， 对 于 任意 自然 数 &， 只 要 
n 之 RR， 则 了 (n) 宇 &。 

事实 上 ， 当 4= 1 时 ， 由 于 1 是 /om) 的 值 域 中 最 小 的 数 ,所 
以 命题 显然 成 立 。 

假设 命题 对 于 自然 数 & 成 立 、 当 n 汪 8+ 1 时 ，n 一 1 之 ,由 
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假设 /(n~ 1D) 记 儿 ， 当然 FF(n- 1))>R。 再 由 已 知 有 /人 之 
APCF-BD)， 因 而 Fo > 由 此 推出 (CDO 关 R+1。 这 样 ,我 
们 便 证 明了 当 2= &+ 1 时 ， 命 题 也 成 立 。 


综 上 便 知 ， 对 于 任意 自然 数 & 与 任何 大 于 或 等 于 hk 的 自然 


数 x， 不 等 式 /(n) 之 k 成 立 ， 


特别 地 取 R=n， 则 有 f(n) 宇 % (1) 
再 令 n=f(R)， 则 由 (1) 得 f(f(k)) 之 f(&) 
又 因 f(&+ >>f(f(R))， 于 是 (8+1)>>f (8)。 
这 就 表明 ， 函 数 F(8) 是 单调 递增 函数 。 
由 于 对 任意 自然 数 % 有 f (n+ 1 六 Fo))， 
根据 (8) 是 单调 递增 函数 得 n+ 1>AFGD， 从 而 有 fn) . 
(2) 
由 (1)、(2) 两 式 得 A(z) = mr。 
(三 ) 求 函 数 表达 式 
例 1 《79 年 安徽 省 竞赛 题 ) 
求 一 个 一 次 函数 f(x)， 使 得 
fH{fCF CX)I}= 8x+5. 
解 ， 设 所 求 一 次 函数 为 f(x) = ax + b(a 寺 0)， 
则 有 f{fCf(x))}=arta(lax+b)I)+b=asx+b(atat+l) 
由 f{fCf(x)]}=8x+7, 得 
asx+b(a+a+1)= 8xX+7, 
因此 ，a =8，pD(a2+a+1l)=7， 
即 a=2,，6=1. 
故 所 求 一 次 函数 是 f(x) = 2x+ 1。 
例 2 79 年 陕西 省 竞赛 题 ) 


2307 


已 知 F(x) = 


% 
V1l+wxi 
令 fnC(x) = f{fC:…f (x))), 
一 一- 一/ 


1 个 


we 


Pn(X) = OO[…OD(X)])。 
一 一 一 一 / 
# 个 


(1) 把 fn(x) 及 pn(x) 直 接 用 x 表达 出 来 ， 


(2) 用 f(%) 家 出 人 03， 


(3) "大 于 什么 数值 时 ，wa(x) 的 定义 域 全 部 沙 在 区 加 
[= 10， 16]m? 
x 


f(x%) _ v1+x’ 
解 ， (1) frf (x))= HTGJJ /i i 


1+xi 


= % 
VIT2x 


同 理 ，f{Cf (x) ]} = 


_ 
V1isaxi 


于 是 ， fw i® 


同样 得 pn(x) = 


x 
Vl- nx 


xX’ : 
(x))? = Tt 


(2) 因为 f(x) = 二 
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XL1 ~ (xD)) 交 = (Cf x) 
: (f(x)): 
1~ (fx) 


Ne 

出 fa -YY TCF VI DT 
Pn(%) Vit oF)? vl+tCnt CF) 
"I (fx) 


(3) 要 想 决 定 9n(x) 的 定义 域 ， 必 有 1 nx*>>0， 或 信之 


1 1 
jn 即 |x| < 过 
当 n 之 100 时 ， lxl< 让 . 故 当 w 之 100 时 ，Vn(%) 的 定义 域 


全 部 落 在 [ - 届 ， 直 内 。 

例 5 (第 24 届 国际 数学 竞赛 题 ) 

试 找 出 所 有 满足 下 列 条 件 的 定义 在 正 实数 集 上 并 取 正 实 
数值 的 函数 /， 

(i) 对 于 任意 正 实 数 x、y 便 有 

fxf Cy))= yf x)s 
(iiy 当 x 一 十 co 时 ，f (x) 一 0。 
解 . 设 是 潢 足 题 设 条 件 的 函数 。 则 有 

人 1 Fl)=1， 即 1 是 函数 /的 一 个 不 动 点 。 这 是 因为 

家 条 件 人 可 得 


下 二 。 了 (1) = 1:1 fa )]( 在 GD 中 令 x= 3 六 


1(1) 


y pA 1 Ar 
=p) -=f /ei5 AD) 
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二 下 
(在 (i) 中 令 % Fy =D 


= ff DI = C1) = 1:f(1) 
(在 (让 中 令 x=y=1) 
= f(1), 
(2) 如 果 a，b 是 f 的 不 动 点 ， 则 ob 与 ， ; 亦 然 。 


因为 0，2 是 /的 不 动 点 ， 即 有 f(b)=b， 于 是 
1=fD= FL oo) eff) to)=ef(t). 


即 /( 汪 )= 二， 于 是 二 是 7 的 不 动 点 ， 


又 由 f(ab)=f(0f (6)) D6f(a) = ba= ab. 
可 知 ” 吧 也 是 /的 不 动 点 。 
(3) /有 了 唯一 的 不 动 点 1。 若 /有 不 动 点 4 在 1， 则 由 (2)， 


工 亦 为 /之 不 动 点 。 于 是 不 失 普遍 性 可 设 o>1。 又 由 (2)， 
Qa. a= 02, Qe. 42 = 03， “9 a™, … 都 是 f 的 不 动 点 ， 即 对 住 
意 的 正 整 数 * 都 有 /oz) = a”。 据 条 件 ( 记 ) 又 有 


0=1linf(aza) = ling ?= +oco 
人 著 盾 ， 
(和 仅 有 的 满足 条 件 的 函数 为 F(x) = 二 。 


由 条 件 (i)， 对 任意 的 x 有 f(xf(x)) = xf(xy)， 即 xf (Xx) 为 
f 之 不 动 点 ， 据 (3) 得 xf (x) = 1， 即 f(x) = 二 。 
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例 4 〈27 届 国际 数学 竞赛 题 

1 为 定义 于 非 负 实数 集 上 的 且 取 非 负 实数 值 的 函数 ， 求 
所 有 满足 下 列 条 件 的 f， 

(1) fCxf C9))f6y) = f(x+y), 

(2) f(2) = 0， 

(3 f(x)0, 0<x<2, 

解 ， 从 上 列 三 个 条 件 看 ， 麻 烦 的 是 条 件 (1) 中 的 f (xf 
(y))， 为 了 先 避 开 这 个 麻烦 ， 可 让 f(y) =0。 由 (2)， 取 y= 
2 代入 (1) 得 0= f(x+2)。 又 因 x 宇 0， 所 以 x + 2 之 2. 这 说 明 ， 
当 y 之 2 时 ，f(y)=0。 再 由 (3) 知 :， 当 f(y)= 0 时 之 2。 

如 上 所 述 ， 只 要 让 f(xf(y)) =0， 就 可 以 推断 Xf(y) 之 
2， 而 如 果 f(xf(y)) 志 0， 就 有 xf(y) 二 2， 于 是 ， 我 们 就 从 
麻烦 的 复合 函数 解脱 出 来 。 

当 f(xf(y))= 0 时， 由 (1) 也 有 f(x+ y)=0。 这 就 是 说 ， 
当 xf(y) 宇 2 时 ， 也 有 xX+ y 宇 2。 反 之 ， 当 f(x + y) = 0 时 ,由 
(1) 有 f(y) = 0 或 1(xf(y)) = 0。 这 就 是 说 ， 当 YX+ y 之 2 有 时， 
有 》 之 2 或 xf(y) 之 2。 

上 面 已 经 证 得 y 之 2 时 f(y) = 0。 现 在 只 要 考虑 0 委 y<2 
的 情形 、 那 么 不 等 式 xf(y) 之 2 和 x + y 宇 2 就 可 以 互 推 ， 即 x 


> 元 万 与 ?>2- ?是 是 同一 个 不 等 式 ， 所 以 7 2~ ys 也 就 


是 f(y) = i 
综 上 可 知 ， 所 求 孜 数 是 
人 《YX 之 2) 
jx) -| (0<x<2) 
2 一 X 
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例 5 (第 28 届 国际 数学 竞赛 题 ) 
求证 ， 不 存在 这 样 一 个 函数 记 Vi 一 No，No={0，1， 
2，…，7，，…}， 使 得 对 于 任何 %EN。，f[f(n))=n+ 1987。 
证 明 ( 反 证 法 )， 设 对 任何 hEVN0o 有 
fLf (mY) =2+ 1987 (1) 
f(n) E Wo 可 用 来 代替 上 式 中 的 m， 得 
ff fm))) = Fo) + 1987。 
而 这 里 方 揪 号 内 的 F(CfF(s)) 即 (1) 的 左边 ， 又 可 用 (1) 的 右边 
代 换 而 得 
fln+1987)= f(n) + 1987 (2) 
再 用 n+ 1987 代 换 这 里 的 ?得 
frnt+1987 x2) =f(n+1987) + 1987C2) Cf(n) + 19871 + 
1987= f(n) +1987X2。 . 
递 推 得 f(n+1987m) = f(n) + 1987”m (mEN0). 
现在 取 非 负 整 数 1<-1987， 并 设 1(i) 被 1987 除 得 整 商 8 
余数 i， 即 
f(i) = 19878+} (0<j<1987),。 
那么 fCf(i)73 = GO7+1987R) 。 
由 (1)、(2) 得 1+ 1987= 了 (7) + 1987R， 
即 i=f(j) +1987(k— 1)., 
这 就 是 说 ， 车 f( 站 被 1987 除 的 余数 是 j， 风 (7) 被 1987 除 的 
余数 是 i, 于 是 ， 在 所 有 余数 0， 1，…，1986 中 可 以 配 成 这 
样 的 对 子 (i， 力 8 而 余数 有 奇数 个 ， 所 以 其 中 必 有 某 个 自己 
配对 。 渗 为 (*，9。 于 是 可 设 
f(n) =n+ 1987k, (3) 
则 fCf OI = fCn+ 19878), 
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即 n+ 1987= f(n) + 1987k, 
亦 即 f(w)=n-1987(k- 1) 。 
比较 (3)、(4) 得 

1987k= — 1987Ck~ 1) 
则 ”2&8=1， 这 是 显然 不 成 立 的 。 
综 上 可 知 ， 命题 为 真 。 


(4) 
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函数 的 单调 性 、 奇 偶 性 、 有 界 性 、 周 期 性 和 极 值 性 的 意 
义 是 大 家 熟知 的 。 对 此 ， 我 们 在 这 里 只 讲述 如 何 判 定 函数 性 
质 的 问题 。 为 了 有 效 地 解答 有 关 数 学 竞赛 试题 ， 我 们 先 补充 
介绍 一 些 基 本 知识 ， 然 后 再 对 竞赛 题 的 类 型 和 解法 作 一 阅 
述 。 


一 、 函 数 性 质 的 判定 

(一 ) 单调 性 

定理 1. 设 /(x) 在 区 间 T, 与 1? 上 都 分 别 单调 递增 (或 递减 ) 
且 间 1 三 名 ， 则 f(x) 在 其 并 I1U ls 上 也 是 单调 递增 (或 递减 ) 
的 。 

定理 2。 设 y= f(x) 在 区 间 I 上 是 严格 递增 (严格 递 减 ) 函 
数 ， 又 Fx) 的 值 域 为 已 ， 则 它 的 反 函 数 x= 广 :(y) 在 在 ， 且 
了 71(y) 在 上 也 是 严格 递增 (严格 递减 ) 函 数 .、 

关于 复合 函数 单调 性 的 判别 法 ， 有 

定理 3。 设 函数 y=f(u), u=9(x) (x€ A, u€B) 

(1) 车 y= 了 (4) 与 4= (xX) 的 单调 性 相间 ( 即 同 为 递增 函 
数 或 同 为 递减 函数 )， 则 已 (x) = ftp (Cx)] 是 增 函 数 ， 

(2) 若 y= (4) 与 4= 2(xY) 的 单调 性 相反 ( 即 一 为 增 函 
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数 ， 另 一 个 为 减 函数 )， 则 天 tx) = f [p(x 是 减 函 数 。 

证 明 ，(1) 没 y= /(4)，4 = D0x) 都 是 增 函 数 。 

Xl» XeE AH NX 则 px)<o2(x)， 且 DCX)、0 
(x2) EB, 于 是 fC9(X0)D 之 fp (xs)), 即 f(x1) 之 F(xs)。 因而 
(x) =f[9(x))(xE 4) 是 增 函 数 。 

对 于 y= 了 (4)，4u= 0(%) 都 是 减 函 数 的 情形 ， 同 理 可 证 . 

(2) 设 y= 六 四) 是 增 函 数 ，x = 2(x) 是 减 汪 数 。 

车 xi、xsE 4，X<xo 则 DCxXD) EPX2) PX) PX2) 
EB, 于 是 fC9(%2 之 fp(x2)]， 即 下 (XW)F(xs)。 因 而 ， 
F(X) = fCV(X)I(XE 4) 是 减 函 数 。 

对 于 y= /0 是 减 函数 ，x = p(x) 是 增 测 数 的 情形 ， 同 
理 可 证 。 

注 ， 由 上 述 定 理 的 证 明 ， 不 妨 说 复合 函数 单调 性 的 判定 
法 则 ;“ 同 向 ”为 增 ,“ 蜡 向 ”为 减 ， 好 似 有 理 数 乘法 法 则 ,“ 同 
号 ?为 正 ， 4 异 号 为 负 ?。 

例 1 函数 y= f(x)=logo.s(x*+4x+4) 在 什么 区 间 上 
是 赠 函 数 。(84 年 高 考题 ) 

解 ， 因 为 +4X+4= (X+2)20， 当 x= ~ 2 时 取 等 号 ， 
所 以 xE(-co，-2)U(-2，+co)。 

令 y= = logo.sll, 4 = X2+ 4X+4。 

由 于 f(4) 在 正 实数 集 R+ 上 是 减 函 数 ，4=x2+ 4%+ 4 在 
《一 0， 一 2) 上 是 减 函 数 ， 在 ( ~ 2，+ co) 上 是 增 函 数 ,因此 ， 
根据 上 述 定理 或 法 则 便 知 

y= f(xX) = logo.i(X2+ 4X+ 4) 

在 (co，~ 2) 上 是 增 函 数 。 
注 ， 例 1 还 可 应 用 定义 或 导数 的 方法 证 明 函数 y=f 
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(x) = logo.s(w2+ 4X+4) 在 (- ce，- 2) 上 是 增 函 数 。 
证 法 一 ， 著 思 、 X2G( 一 co 一 2)，Xi<CX2y 则 
f(x2) — f(x1) = loge.s(Xs?2 + 4X2+ 4) — logo.s( X12+ 4X1+ 


= X22 + 4Xs+ 4 可 (+ 2) 
4) logosy sr Ax +4™ Og0,5 a)" 
因为 x; + 2 二 xz+ 2 过 0， 所 以 


Oe 2 


?<1, 0< (2+ 3 一 1。 


根据 对 数 的 性 质 ， 当 a= 0.5<1， 真 数 0 一 人: [eat 2) < 1 


2 
时 有 f(x2) f(x) = logo.s (2+ 2 ) >0. 


即 当 %1 之 Xs 时， 有 f(x1) 过 f(xs) 
则 y= 了 (Xx) = logo.s(x2+4X+4) 在 (- co。，-2) 上 是 增 
遂 数 。 
证 法 二 ， 求 导数 ， 有 
2(x+2) 。 2 
7 020) 一 《YXY 十 2)2lno.5 《YX 十 2)lno.s” 
因为 xE(-~co，-2) 时 ，x+2<0， 且 ln0.5<0， 


4 jdO= -2 
WE Fos er 


根据 一 阶 导数 的 符号 判断 函数 单调 性 的 定理 得 到 f(x) 
= logb.5(xX2+ 4xX+4) 在 (- co，- 2) 上 是 增 范 数 。 
注 ， 上 面 的 证 法 一 是 基本 的 证 明 方 法 ， 证 法 二 是 较 简 捷 
的 方法 。 
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关于 初等 函数 单调 区 间 的 端点 问题 。 

(1) 车 (x) 在 某 区 间 . 上 具有 单调 性 ， 且 在 区 河 有 的 两 个 端 
点 有 定义 ， 则 这 时 的 单调 区 间 应 是 闭 区 间 。 

例 1 求 1(x)= 1x*-2x~3| 的 单调 区 间 。 
(2X2 一 2X 一 3 


解 ， f(x) = |x?- 2x-3| = 


人 一 X2+2xY 十 3 
XE(-co，-1]UKC3，+co) 
xE(-1，3] 

由 图 4~1 知 ， 当 X= ~1，1，3 了 时 (x) 都 有 定义 。 因 而 ， 
f(x) 的 单调 递增 区 闻 是 C3，+ co] 和 [- 1，1]8 单调 递减 
区 间 是 (-co，-1) 和 (1，3)。 

(2) 若 f(x) 在 某 区 间 具 有 单调 性 ， 且 在 区 间 的 一 个 端点 
无 定义 ， 风 这 个 单调 区 间 是 半 开 半 半 区 间 。 


| 
1 f | 
3 瞧 1 i 
有 | /| 
1 ee | Nb 1 
本 中 站 2 We ~ Ns 
| RR WI 
a i 
双 2 
( 国 4-1) (图 414-2》 


1 a 
例 2 求 /(%) = cosxt *E(~ 卫 也) 的 单调 区 间 。 
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i 要 T ER 区 
解 。f(X) ox=secx 在 X= 十 3 时 无 定义 ， 在 %=0 


肝 有 定义 (图 4-2) 
显然 ， 7(x) 的 单调 载 区 间 是 | 0， >) 单调 减 区 间 是 


i 
(~ 0]。 


(3) 若 F(x) 在 某 区 间 具 有 单调 性 ， 且 在 区 间 的 两 个 端点 
无 定义 ， 则 这 个 单调 区 闻 应 是 开 区 间 . 

例 3 求 1(x) = lg(1- x2) 的 单调 区 间 。 

解 显然 ， 当 x= 土 1 时 ，jF(x) 无 定义 。 要 J(Cx) 有 意义 ， 
应 有 1-x%>>0， 即 -1<x<1。 

令 4u=1-xz， 则 原 函 数 由 f(4)= lguw，24=1-%2: 复 合 而 
成 。 

当 xE(-1，0] 时 ，x = 1-x2 是 增 函 数 ， 且 Fu 也 是 增 
函数 ， 则 由 复合 函数 单调 性 的 判别 法 知 f(x) = lg (1- x?) 在 
(- 1，0 ] 上 是 增 函数 ， 因 而 (-1，0 ] 是 f(x) 的 单调 增 区 
间 . , 

同 理 可 知 ，f (Xx) 在 C0 ，1 ) 上 是 增 函 数 ， 因 而 [0 ，1) 
是 /xx) 的 单调 减 区 间 。 


2。 寄 偶 性 


函数 奇偶 性 的 判定 ， 常 用 下 列 定 理 ， 

定理 (1) 两 个 偶 ( 奇 函数 的 和 或 差 ， 仍 是 偶 ( 奇 ?函数 ， 
(2》 两 个 偶 ( 奇 ) 函 数 的 积 是 偶 函 数 ， 

(3) 一 个 偶 函 数 与 一 个 奇 画 数 的 积 是 奇 函 数 ， 
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(4) 函数 fx) 与 7 具有 相同 的 奇偶 性 。 


注 ， 由 于 定理 各 条 的 证 明 方 法 类 似 ， 这 里 仅 证 (3) 。 

证 明 (3) 。 设 f(x) 为 奇 函数 ， 其 定义 域 为 Di V(X) 为 
偶 函 数 ， 其 定义 域 为 D,。。 于 是 ， 

xED 有 f(x)= -f(x)s 

XED， 有 9(-x)=9(x)。 

因而 ，xEDiUDs， 有 上-x)0(-x)= -f(x)9(%), 

即 对 函数 (x)w(x) 定 义 域 里 的 一 切 x 有 上 式 成 立 , 因 此 ， 
函数 /xx)w(x) 是 奇 国 数 。 


例 1 “研究 函数 y= 所 十 cosx 的 奇偶 性 。 


X2 一 COSX% 


解 ， 由 于 x: 与 cosx 都 是 偶 函 数 ， 据 定理 (1) 知 x2+ cosx 
与 x? 一 cosx 都 是 侦 明 数 。 


又 由 定理 (4) 知 二 一 ac 是 个 函数 。 
as 2 十 COS% 

本 

函数 奇偶 性 的 判定 ， 常 用 下 述 方法 。 


定义 法 

就 是 考查 ， 任 取 自 变量 的 一 个 值 ，f( - x) 是 否 有 意义 ， 
车 在 在 属于 定义 域 的 一 个 Xo 使 得 1( ~ xo) 没 有 意义 ， 则 f(x) 
既 不 是 奇 函 数 也 不 是 侦 函 数 ， 若 属于 定义 域 的 任意 x 均 使 / 
(一 x) 有 意义 ， 则 应 进一步 寻求 1( 一 x) 与 土 1(%x) 是 否 相 等 ， 
进而 作出 解答 的 结论 。 

值得 一 提 的 是 ， 有 时 为 了 运算 上 的 方便 ， 将 验证 f( 一 x) 
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本 +f(x), 转化 为 验证 


jx) 
f+f(-0=0, JE tb 


fo +f(~X) = ey. 

根据 验证 的 不 同情 况 ， 容 易 作 出 相应 的 不 同 结论 。 
例 2 确定 下 列 函 数 的 奇偶 性 。 

(1) fi(x)=1ln(v Xi+1 +x), (2) ja(x) = 


~—8™ 
i 7 
(3) /xz) = 56537 二 了 ,04) f(x) = sin2x+ cossw。 
解 ，(1) /ix) 的 定义 域 是 (~- co，+co)， 对 任意 x6E 
(-co，+co) 都 有 
+-X) ln (VXIt TT +x) +tIn( A+1~% 
wln((VX tI+xX) (Vxi+ 1 ~%))=1n1 
= 0 
因此 ，f1(x) 是 奇 函 数 . | 
(2) ee +ce)，jf(0)= 0， 且 当 


了 2(X)》 Te , ez 十 EX 


fz( ~ xX) 2 ez 一 e2 


x 二 0 上 时， 有 = 一 1。 

于 是 ，f2(x) 是 奇 函 数 。 

(3) fs(*) 的 定义 域 为 整数 集 Z， 且 对 任意 xE 2 有 fa(%) 
三 0， 从 而 f(x) fo( 一 x)= 

因而 ，fs(%) 既 是 奇 函 数 又 是 侦 函 数 、 

(4》 六 (2x) 的 定义 域 为 实数 集 尺 ， 且 对 证 意 xE 有 有 js(x) 
三 1 ， 从 而 f (x)-fi(--x)=0。 

故此 ，f4(%) 是 偶 函 数 。 
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图 象 法 

应 用 定理 ， 画 数 为 奇 ( 偶 ) 消 数 的 充 要 条 仿 是 图 象 关于 原 
点 ( 纵 坐标 轴 ) 对 称 ， 再 由 函数 图 象 的 备 征 ， 便 可 判定 函数 的 
奇偶 性 . 

例 3 根据 绘 出 的 函数 图 象 ， 判 定 其 奇偶 性 : 


(图 4 一 3) 


解 ， 昂 然 ，(1)》 为 偶 函数 ， (2) 与 (3) 为 奇 琐 数 ， (4) 
为 非 奇 非 偶 函 数 。 

注 ， 如 果 函 数 的 定义 域 关 于 原点 不 对 称 ， 那 么 这 个 函数 
既 不 是 奇 函数 也 不 是 偶 函 数 ， 如果 函数 的 定义 域 关于 原点 对 
称 ， 那 么 这 个 函数 的 奇偶 性 或 由 其 图 象 而 定 ， 或 由 验证 1 (Xx) 
= 十 ( 一 xX) 而 定 。 

例 4 研究 下 列 函 数 的 奇偶 人 性 


(D fi(x)= i, (2) folx) = 


2 
1+Xx x  “ 


解 ，(1》 由 于 fs(x) 在 x= 1 处 有 定义 而 在 x= ~ 1 处 没有 
意义 ， 于 是 儿 1(x) 的 定义 域 关 于 原点 O 不 对 称 ， 因 而 f1(x) 既 
不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 。 

(2) 虽然 1e(%) 有 关于 原点 0 为 对 称 的 定义 域 ,但 由 f(x) 
的 图 象 易 知 它 既 不 是 奇 画 数 也 不 是 偶 遂 数 ( 当 然 ， 从 f2( -x) 
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5 下 
= 有/ 一) 富 土 Jz(%)， 评 可 


知 其 结论 )。 
对 称 曲线 法 
奇偶 函数 图 象 的 性 质 可 以 看 作 是 一 般 曲 线 对 称 性 的 特 
例 ， 把 函数 表达 式 改写 为 曲线 方程 F(x，y) = 0， 则 有 


Flx, y)=0 

偶 函 数 | 同时 成 立 ， 
F(-X, yy»)= 0 
F(x, y)= 0 

奇 函 数 1 同时 成 立 。 
FOC~x, ~y)= 0 


这 个 方法 对 于 分 纂 函数 特别 方便 。 
例 5 确定 下 列 函 数 的 奇偶 性 


01) fi(x) i (X=0) 
—X(l+%) (Xx<0)s 
i 

(2) fan (x>0) 
-li(~x) (x<0); 

ty rarc COSLX(1 ~ xX)] (X= 0) 

| arc Cos[ ~ x(1ixX)] (x<0) 5 

日 (xX>0) 

(4) fail(X)= 1 
| 到 (xz<0) 。 


解 ，(1》 如 果 把 x 宇 0 时 函数 表达 式 改写 为 
F(x, y)=y~x(1~Xx)= 0， 设 (y= /1(X)) 
则 得 x< 0 时 函数 表达 式 应 为 
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屎 (-x，3y)=y+xXCLE+X)e 0 
因此 ， 方 (x) 为 偶 函 数 。 
注 ， 此 例 还 可 用 定义 法 、 图 象 法 、 人 性 质 法 ( 即 根 据 前 面 
所 述 定理 ) 来 求解 . 


(2) 变形 ;fz(x)=y = -JLin|xl, 于 是 
PX, Y=) lel ln = 0， 


PF(~x, ~Y)= ~ y+ -此 inlxi = 0 。 
因而 ，jas(x) 是 奇 函 数 。 
(3) 变形 ，fs(x) = y=arccos(|x| -x?)， 于 是 
F(x, y)=y—arccos(|x| -xX:)= 0，， 
F(-x, y=y~arccos(|x| -2 = 0， 
于 是 ， 广 (x) 为 偶 函 数 。 


(4) 变形 : f(x) = y= -i21x|， 于 是 


Fx, ») =» Ii21xl =0, 


FC(-Xx, Y=~—y+ 也-zlxl= 0. 


从 而 ，f4(x) 为 奇 函 数 。 

求 导 法 

根据 可 微 奇 ( 偶 ) 函 数 的 导数 为 偶 ( 奇 ?函数 ， 反 之 亦 成 立 
的 结论 来 判定 函数 奇偶 性 。 
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例 6 确定 下 列 函数 的 奇偶 性 
(D f(x) = 区 


(2) folx) =ln(w x2 + 1 ~X)。 


1 
pd (XL 
解 ，(1) f4(*) i (1+X)s 
可 
了 一 X2? 
显然 ，f1(x) 为 偶 函 数 ， 因 而 /1(x) 是 奇 函数 。 


2X 
i ]  X 一 wwX2+ 1 


四 -一 
AAAX2 十 了 一 X vx+l1 


EY 
是 侦 函 数 ， 所 以 fz(x) 是 奇 函 数 。 

3。 有 界 性 

由 前 种 所 讲 函 数 有 界 性 的 意义 可 知 ， 要 确定 函数 的 有 界 
件 ， 关 键 在 于 能 否 找 出 适合 定义 条 件 中 的 正 数 放 。 对 于 一 些 
简单 问题 可 应 用 观察 法 求解 。 

例 1 ”证 明 函 数 /fx) = 沁 有 下 界 而 无 上 界 . 

证 明 ，(1) 显然 ， 对 于 函数 定义 域 的 一 切 * 值 (0) 都 
有 十 > 90， 因而 0 为 fx) 的 下 办 
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(2) 车 f(x) 有 上 界 ， 则 存在 正 数 以 ， 使 得 疯 数 f(x) 定 
义 域 里 的 任意 x 值 都 有 二 <M ,但 此 不 等 式 并 不 一 定 成 立 ( 例 


如 ， 取 0 <x<-77)， 因此 ， 油 数 1(x) 没 有 上 界 、 


函数 的 有 界 性 ， 也 可 借助 它 的 最 大 值 或 最 小 值 来 进行 讨 
论 。 


例 2 ”讨论 函数 y= -5 的 有 界 性 


解 ， 由 已 知 函 数 的 表达 式 解 得 


1iv (1-2y)(1+2y) 

2y 
因为 x 为 实数 ， 所 以 (1 一 2y) (1+ 2y) 之 0， 
1 


1 
即 3 JR 


= 


当 y= -了 时 ，x= 一 1 当 y = 二 时 x=1。 
于 是 ， 当 x= - 1 时 函数 y= -jy 了 有 最 小 信 一 去 
当 x= 1 时 函数 y = -xz 有 最 大 值 妆 - 


从 而 ， 函数 y= 5- 一 有 界 。 


| 


例 5 证 明 函 数 /xz) = x+ 二 有 下 界 。 
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证 明 ， 内 于 二 正 数 xz 与 点 之 积 如 ， 坊 = 1 是 定数 ， 则 当 


二 数 相等 时 ， 即 x?= 点 ， 亦 即 x= 土 1 时 ， 其 和 x2+ ;3 有 最 小 
值 2、 从 而 函数 F(x) 有 下 界 。 


4。 周 期 性 


关于 国 数 周期 性 问题 ， 有 下 列 定理 ， 

定理 1 。 设 7 是 周期 函数 (Xx) 的 周 期 ， 忆 为 F(x) 的 定义 
域 ， 那 么 对 于 一 切 正 整 数 "， 当 任意 x€ED 有 x+tnTED 时 , 数 
+nT 都 是 1(x) 的 周期 . 

定理 2 ， 设 /(x) 是 异 于 常数 的 周期 函数 ， 且 其 定义 域 为 
刀 . 若 /(x) 在 xoE 妨 处 连续 ， 则 jx) 有 最 小 正 周期 ， 

定理 3 . 设 函 数 1(x) 有 最 小 正 周期 »， 那 么 除 土 n7 (n= 
1，2，…) 外 ， 函 数 f(x) 无 其 它 周 期 。 

定理 4 . 设 周期 函数 f(x) 有 最 小 正 周 期 7， 那 么 /(4x) 


(4s0) 有 最 小 正 周期- 
定理 5 ， 设 连续 的 周期 函数 广 (x) 与 六 (2) 分 别 有 最 小 正 


周期 7 .和 了。， 那 么 
(1) 国 数 fx) = f1(x) + fs(x) 是 周期 函数 的 充 要 条 件 为 


EE 到 
元 是 有 有 理 数 . 
(2) 没 乱 = 四 为 既 约 分 数 ， 则 f(%) 的 最 小 正 周期 7< 


Ti mf,) . 
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定理 6 。 设 连续 周期 函数 广 (x) 与 fa(x) 分 别 有 最 小 正 周 
期 7 和 7，。 
(1) 若 和 (xzx)>0，ja(x)>0， 则 


f(x)= f(x)， fa(x) 为 周期 函数 的 充 要 条 件 是 了 为 


有 理 数 ， 
(2) 设 基 = 四 为 既 约 分 数 ， 那 么 fC%) 的 最 小 正 周期 7 < 


nT = mT,). 

定理 7 . 若 内 函数 4 = V(x%) 是 周期 函数 ， 外 函 数 /(4) 是 
任意 函数 ， 则 其 复合 函数 1(9(x)) 是 周期 函数 . 

定理 8 。 设 内 函数 4 = (x) 在 数 集 D 上 有 最 小 正 周期 7 0， 
外 函数 Fox) 在 数 集 刀 = {ulu= w(x)，xED} 上 严格 单调 ， 则 
其 复合 函数 Fo(x) ) 在 娓 上 也 有 最 小 正 周 期 7。. 

定理 9 。 若 外 函数 (4) 是 数 集 D 上 的 周期 函数 ， 而 内 应 
数 是 线性 函数 4 = p(x) =ax+ bla*0)， 则 其 复合 函数 f(ax 
+b) 是 EE = {xiax+6bED，x 是 实数 } 上 的 周期 函数 ， 且 若 / 
Ga) 的 最 小 正 膨 期 为 T 时 , 则 /ox+ 65) 的 最 小 正 周期 为 二。 

关于 判定 函数 y = f(x) 的 周期 性 问题 ,这 类 题目 有 两 类 ， 
一 是 证 明 某 函数 为 周期 函数 ;二 是 证 明 某 函 数 不 是 周期 函数 。 
第 一 类 问题 我 们 可 用 周期 函数 的 定义 和 上 述 定理 来 判定 ， 第 
二 类 问题 常用 反 证 法 (有 时 也 用 比值 法 和 图 示 法 ) 进 行 证 明 。 

应 用 反 证 法 的 关键 是 利用 等 式 1H(xz+ 7) = f(x) 要 求 对 函 
数 f(x) 定 义 域 里 的 一 切 x 都 成 立 ， 假 车 存 在 周 期 7， 然后 根 
据 这 个 等 式 推出 明显 的 雇 误 或 与 周期 函数 性 质 相悖 的 结论 . 
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例 1 ”证明 函 数 F(x) = sinx? 的 非 周期 性 。 

证 明 ， 假 若 f(x) = sinx2 是 周期 函数 ， 甚 周期 为 了 ， 则 
sin(X+ 了 )2= sinx2 对 一 切 xXE(- co，+co) 均 成 立 。 

现在 分 别 取 X=0，vV zx，vV2x， 则 分 别 有 sin7T?=0， 
sin (VR +7T)2=0，sin(V23z5+7T)2=0. 由 此 推出 72=kr， 
(VR+7)2=mr，(vw37+7T)2=nx， 其 中 k,，m、 ?是正 整 
数 。 从 而 解 得 2 上 =m~h-1，2w28=n-k-2, 于 是 


V 卫 = 4 和， 显然 ， 此 式 右 端 是 有 理 数 ， 左 端 是 无 理 数 
ww 2， 得 出 矛盾 。 
综 上 可 知 ，f(x) = sinx2 不 是 周期 函数 。 
另 证 ， 假 车 (x) 有 周期 7 
因为 对 一 切实 数 x 有 f( -x) =f(x)， 所 以 有 f(T -x)=f 
(人 +%) 对 XE( 一 co，+ 00) 都 成 立 ， 于 是 
sin(12+ x2— 21%x)= sin(l2+ xXx? + 21xX), 
因而 对 xE(- ceo，+co) 有 
= Sin(1?+ x2+ 2/'x) 一 Sin(72 十 X2 一 27X) 
=2cos(12+%2)sin(27X) 
除非 了 =0， 否 则 上 式 不 成 立 ， 因 此 ，f (x%) 不 是 周 期 函数 。 
比值 法 的 根据 是 前 面 的 定理 5 和 定理 6 。 采 用 比值 法 的 


步 又 是 看 比值 刀 是 否 为 无 理 数 。 关 比值 是 无 理 数 ， 则 函数 有 


非 周 期 函数 。 
例 2 求证 /(x) = cos2x + cosv 2 x 不 是 周期 函数 。 


证 明 ， 设 f(x) = cos2x， 则 其 最 小 正 周期 1， = 
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又 设 fa(x) = cosv 了 Fx， 则 其 最 小 正 周 期 1 ;= -7 = 27。 


红 


后 由 于 信 = -7 =-Y2 是 无 理 数 ， 所 以 /= 六 00+ 


fa(x) 即 f(x) = cos2x+ cosw 23xX 是 非 周期 函数 。 

网 示 法 是 利用 函数 。y = Fx) 的 图 象 ， 一 且 了 然 地 判定 
是 否 为 周期 函数 。 图 示 法 主要 适用 于 容易 作 图 的 一 类 函数 ， 

例 3 讨论 函数 F(x) = xsinx 的 周期 性 ， 

解 ， 显 然 ，F(x) 的 定义 域 为 (~- seo，+co)。 

因为 YE(- co， ex 所 以 (x) 是 偶 
吐 数 ， 因 而 上 只 概 画 出 如 
oa 

由 图 4-4 知 ， f(x)= 
xsinx 显然 不 是 周期 函数 . 

关于 求 函 数 y = /(x) 的 
最 小 正 周期 间 题 ， 这 类 题 日 
就 是 在 不 知道 所 给 函数 的 任 
一 周期 的 情况 下 ， 如 何 求 出 


画 数 的 最 小 正 周 基 ， 其 常用 | 
方法 有 ， 
定义 法 


这 种 方法 的 基本 思想 是 对 所 给 函数 的 周期 首先 进行 推 
测 ， 大 体 估计 一 下 最 小 正 周 期 可 能 是 什么 ， 然 后 再 对 这 个 推 
测 值 进行 型 论证 明 ， 如 何 推测 函数 的 周期 ? 一 可 绘 出 函数 图 
象 ， 据 此 观察 其 最 小 正 周期 ! 二 可 根据 所 求 函数 与 已 知 周期 
函数 的 关系 推测 其 最 小 正 周期 。 
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例 4 求 函 数 /(x) = 的 最 小 正 周期 


COSX 


解 (1) 推测 ， 函数 1(x) = -是 周期 函数 cosx 的 倒数 ， 


C 


由 cosx 的 最 小 正 周期 是 2r， 推 测 /(x) = -< 的 最 小 正 周期 
也 可 能 是 2r. 


除 此 ,也 可 从 函数 /(x) = -的 图 象 上 观察 出 它 的 最 小 


OSX 


正 周期 是 2x。( 图 4-5) 


(2) 证 嚼 ， 若 f(x) 还 有 周期 7?， 妥 0<7<2x， 则 有 


1 -1 二 -上 pory 
cos(x+/) 6é0x" 由 于 f(*) = co5x 的 定义 域 为 x 让 hr + 


写 (&EZ)， 所 以 应 有 
CoOs(X+1)=cosx 对 一 切 Xx 志 kx+ 家 EZ) 成 立 ， 
有 取 Xx=0， 得 cosy =cos0=1(0<7<2r)。 这 与 cosx 在 (0， 
2 7) 内 cosx 半 1 有 矛 盾 。 
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综 上 可 知 ， 2z 是 /(x) = -的 最 小 正 周期 ， 

但 等 变形 法 

这 种 方法 ， 就 是 把 所 要 求 的 函数 通过 恒 等 变形 化 为 已 知 
周期 函数 . 

例 5 求 1(x) = 3sin3x~- cos3x- 1 的 最 小 正 周 期 。 


解 ， 因为 f(x) = 2 sin3x-~ 冯 cos3x) 


=2 (sin3xcos 一 COS3XSin 4) 一 1 


= 2sin(3x- 全)- 1， 


所 以 (x) 的 最 小 正 周 期 为 
最 小 公 倍数 法 
运用 前 面 的 定理 5 和 定理 6 ， 首 先 求 出 f,(x) 和 fs(x) 的 
最 小 正 周 期 7,、7 的 最 小 公 售 数 7。 然后 再 验证 (4= 1,2， 


3，…) 是 否 为 cx) 的 周期 。 车 元 是 所 求 函数 f(x) 的 周期 ， 但 


Re 不 是 x) 的 周期 ， 则 得 区 为 所 求 函 数 jx) 的 最 小 正 


周期 ， 

例 6 求 f(x) =sinarx+ cos"x (nEN,n 半 2) 的 最 小 正 
周期 

解 。(1) 当 n 为 偶数 时 ， 有 


13]1 


f(x) =sinnx +cos"x= |siuxln+ icos|n。 
显然 ，isinx|1? 的 最 小 正 周 期 1 ,=x，icosx1"* 的 最 小 正 
周期 Ts = r，7, 与 Ts 的 最 小 公 倍数 7 =z， 


n a Zz 
下 [os(x+ 工 ) 
1 \ 2 


7 


因为 1( x+ 5)= 


Sin(%+ 3) 
2 


= |cosxl*+ |sinx|?= f(x), 
所 以 是 f(x%) = sin?x + cosnx 的 局 期 。 
但 是 ， 当 x=0E(- co+co) 时 ， 有 
x 
Jor 


名 
十 


从 
eos | x1=f(0) 


sin 也 
3 


因而 3 不 是 f(x) 的 周期 。 

综 上 得 知 f(x) =sinx*+ cos*x， 当 1 为 偶数 时， 其 最 小 
正 周期 为 3 

《2) 当 % 为 奇数 时 ，sin?x 的 最 小 正 周 期 7 = 2r，cos?x 
的 最 小 正 周期 7 = 2x，7, 与 1 的 最 小 公 倍数 1 = 27， 

由 于 f(0+x)= sinnr+cosnr= 一 1 诗 ]=/(0)， 所 以 
7 不 是 f(x) 的 周期 。 从 而 ， 当 w 为 奇数 时 ， 函 数 J(%x) = sin"x 
+ cos"x 的 最 小 正 周 期 是 27。 

5。 极 入 性 


求 函 数 的 极 大 值 、 极 小 值 是 研究 函数 性 质 中 的 一 个 重要 
问题 ， 也 是 中 学 数学 的 重要 内 容 之 一 ， 在 国内 外 的 数学 亮 赛 
中 亦 常 常 出 现 有 关 试 题 。 在 现行 中 学 数学 教材 中 ， 有 关 求 函 
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数 极 值 的 题目 ， 常 采用 观察 法 、 分 析 法 、 判 别 式 法 ， 极 距 法 
及 微分 法 等 。 这 里 ， 再 补充 介绍 几 种 方法 。 

一 是 利用 直线 斜率 来 求 某 些 函数 的 极 值 。 这 是 从 参数 方 
程 的 观点 出 发 ， 借 助 形 数 结合 ， 给 出 用 直线 斜 沧 深 求 沼 数 极 
秆 的 方法 . 


例 1 。” 求 4 =35i09+1 抽 最 大 值 和 最 小 什 . 


sing+2 


解 。 ” 因 # = 二 (一 35i20)， 可 见 w 表 示 点 p(2，1) ,和 


2—(—sing) ” 
点 (一 sin9， 一 3sin9) 连 线 的 斜率 。 设 
X= ~ Sinf 
|x| 二 1。 


y= ~ 3Sing, 
消去 参数 9 得 。 y= 3x。 
从 而 4 表示 连接 点 p(2，1) 与 线段 4B={(x,y)|y=3x， 
ix1s1} 上 任 一 点 的 直线 斜率 ， 由 图 4-6 直 接 看 出 


图 (4-6) (图 4-7》 
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例 2 《〈 第 35 届 美国 中 学 数学 竞赛 题 ) 
对 满足 (x 3)*+(y~ 3)2= 6 的 所 有 实数 对 (x，2)， 求 


> 
之 的 最 值 。 


解 ， 设 K = 过 = 二 >-， 则 KK 表示 联结 原点 (0，0) 与 点 


~ 


y) 的 直线 斜率 .而 点 (x、y) 在 圆 (x 一 3)?+ (7 一 3)2=6 
由 图 4-7 不 难得 出 
天 max=3+w2，Kmn=3-v2。 

二 是 利用 直线 截 距 求 菜 些 函数 的 极 值 。 这 种 方法 与 其 它 
方法 一 样 ， 也 有 它 的 局 限 性 . 但 与 其 它 方 法 相 比 ， 却 有 明显 
的 几何 意义 ， 且 适应 这 一 方法 的 函数 可 归纳 为 一 函数 类 。 

设 F(x) 是 定义 在 Ce， 刀 上 的 函数 ， 且 jx) 可 分 解 为 

f(x)=(Ax+B)+g(xX). 

则 f(x) 的 最 大 、 最 小 值 可 通过 下 列 方法 求 得 。 
记 f=(Ax+B)+g(x) 


tr 


则 -Ax+(f~B)=g(x) (1) 
设 y=-Ax+(f-B) (2) 
y= 0(X) (3) 


显然 (1) 式 的 意义 在 于 求 直 线 (2) 与 出 线 (3) 的 交点 ,f - 
8B 是 直线 (2) 在 y 轴 上 的 截 距 。 现 过 曲线 y= g(x)(x€ [a,b)) 
上 每 一 点 (xo，9(xo) ) 作 斜率 为 - 4 的 直线 ， 得 一 包 平 行 直 
线 系 ， 与 此 相应 的 直线 (2) 在 y 轴 上 的 截 距 为 4xo+9(xo)。 
再 从 这 艇 平行 直线 系 中 求 出 它们 在 y 轴 上 的 截 距 的 最 大 者 设 
为 Lxi+g(xi) 与 最 小 者 设 为 4xs+ g(x)， 则 有 

Axs+ g(x2) Sf — BEAx + g(x1) 


134 


从 而 (Axs+ BY+g(x) f(Ax + B)+og(X), 

可 见 (Ax1+B)+g(x1) 与 (Axs+B)+9(xz) 分 别 是 
f(x) 的 最 大 值 或 最 小 值 . 

特别 当 g(x) 为 单调 函数 时 ， 则 

maxf(x)=max{ Aa+ B+g(a), Ab+ B+g(b)}, 

minf(x)=min{ Aa+ B+g(a), Ab+ B+y(b)}. 

例 3 ”383 年 全 国 竞赛 题 ) 


函数 已 (x) =|cos2x+2sinxcosx~-sin2x+ Ax+B| 在 


0<x<- xz 上 的 最 大 值 M 与 参数 人 4， 有 有 关 。 问 4、8 取 什么 


值 时 妈 为 最 小 ， 并 证 明之 。 
解 ， 设 / = cos*x+2sinxcosx -sin2x+ Ax+B， 


则 - Ax+(f~B)=cosixt+2sinxcosx ~ sin2x 


a A 
即 ~ Ax+{/~-B) -2sin(2x+ 45) 


作出 函数 y = 2 sin( 2x+ 


2 com 


(图 4-8) 
(1) 当 A= 0 时 ， 过 曲线 
ni 
y=v 2 sin(2x+ 3 )(xE[o, 图 (4-8) 


了 x ]) 上 每 一 点 作 平 行 于 x 轴 的 一 筷 平 行 线 ,显然 这 秘 平 行 线 
都 位 于 直线， y=w 2 与 直线 ls y= -V5 之 间 ， 从 而 这 
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灸 平行 线 的 截 距 / - 如 满足 
-v2<f- B<2， 


即 有 -~-wv2s 和 /< B+ 2. 
则 max = > + 了 ,minf=- 2 +B. 


若 当 B=0 时 , M=|maxf|=|minf|=wV 3， 
车 当 B0 时 ,M=max{|maxf|,|minf|}>w3. 


(2) 当 .A4 志 0 时 ,过 曲线 y= w2sin (2x + )(xE (0, 竣 ]) 
上 ( 中 、 达 三 点 作 斜 率 为 - 4 的 直线 在 y 轴 上 的 截 距 分 别 为 ， 


fe- B=w3 + 去 <4， 
fop-B= -V2 + 
fs-B = 2 + 4， 


于 是 fe= 3 + 村 rz4+DB， 


fg=w 2 + A + 也。 


由 于 并 T4+ 且 ,号 m4+ 且 8z4+ 有 是 三 个 不 同时 为 
零 的 数 ， 且 构成 等 差 数 列 ， 因 此 ， 若 B54+ 人 B=0， 则 导 
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xz.4+ 万 与 人 r4+ 有 异 号 ; 车 A+ Bx0, WA + 也 


至少 与 3TA4+B、 导 +A+B 中 之 一 同 号 ， 故 [fc|、|fol、 


1fz| 中 必 有 其 一 的 值 大 于 3 ,从 而 M = max{|fe|, |fol， 
|fzl}>v 2. 


综合 (1)、(2) 可 知 ， 当 4 = 有 = 0 时 ，M 有 最 小 值 2 ， 

三 是 关于 二 元 函数 条 件 极 值 的 一 种 求法 。 

二 元 函数 条 件 极 值 的 初等 解法 很 多 ， 一 般 都 采用 降 维 法 
来 处 理 ， 但 对 约束 条 件 和 目标 函数 均 为 二 次 的 极 值 问题 ， 用 
降 维 法 处 理 较 为 复杂 。 此 问题 可 通过 适当 的 代数 恒 等 变 换 使 
目标 函数 转化 为 一 次 的 条 件 极 值 来 解决 。 

(1) 约束 条 件 为 二 次 ， 目 标 函 数 为 一 次 的 极 值 问题 的 求 
法 。 

例 4 若 xz+y= 刀 (>0)， 求 x+ 的 最 大 值 和 最 
小 值 。 

解 ， 设 x+y= RPR， 再 由 %2+y2= 得 

2x2— 2kx + Rr2=0. 
因 x 为 实数 ， 则 人 入 = (2k)* -8(k2--r2) 宇 0。 
解 得 ~v 2r<k<v 27, 

即 ~- 2r 和 x+yswv 2r。 

因此 ，x + y 的 最 大 值 是 2r， 最 小 值 为 ~v 7， 

(2) 约束 条 件 和 目标 函数 均 为 二 次 的 极 值 问题 的 一 种 求 
法 。 

例 5 若 3X2+2v 2%y+2》=4， 求 X**+ 的 最 大 值 和 
最 小 值 。 
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解 ， 因 为 3xX2 二 2 2 XY + 2y2:= 4， 
则 X2 二 32= 4— (2X2 + 2 2 XY + 2) 
=A- (2X+y), 


这 样 ， 求 x?+ y2 的 最 值 问 题 就 变 成 在 约束 条 件 下 求 
v2 x+ y》 的 最 值 问题 。 


设 ZF%+ y=k， 由 方程 组 
3X2+ 2 2Xy+23y2= 4 
2X+y=h 
有 实数 解 ， 可 求 得 0<k<3. 
因此 ，x?+ 2 的 最 大 值 为 4- 0= 4 最 小 值 为 4- 3= 1。 
二 、 试 题 类 型 和 解 题 方 法 
例 1 〈63 年 上 海 市 竞赛 题 )/ 


作 (1) y= 十， (2) y= |xCx=- 1)1 的 函数 图 象 。 


解 ， 
1 (x%>0) 
_ /于 _11 
(1) y= 村 11={ 下 
Kx<0) 
其 图 象 如 图 4-9. 
X2—X (X 之 1) 
(2) y= |x(x- 1 =-{- (x2~x) (0<x<1) 
X2—% (X 委 0) 
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(图 4-9) (图 4-10) 


当 y= x2~ x 时 ,其 函数 图 象 是 经 过 (0,0) (站 ， 一 十)， 


(1,0) 等 点 的 抛物 线 。 在 条件 x 宇 1 和 x 志 0 的 限制 下 ， 它 是 在 
(0，0) 与 (1，0) 间 的 这 条 抛物 线 的 一 部 分 (图 4-10)， 


当 y= 一 只- 思 时 ， 其 函数 图 象 是 经 过 (0,0),( 半 ， 


于 )，(1，0) 等 点 的 抛物 线 。 在 条 件 0<x<1 的 限制 下 ， 它 是 


界 于 (0，0)，(1，0) 之 间 此 抛物 线 的 一 段 弧 ( 图 2-16)。 
例 2 (79 年 贵州 省 竞赛 题 ) 
设 有 函数 y= lgsinx， 
(1 指出 它 的 定义 域 和 值 域 
(2〉 画 出 它 的 略图 
解 。(1) 因 - 1 入 sinx 和 1， 而 负数 和 零 无 对 数 ， 故 只 有 


0<sinx<1 C1) 
时 ， 函 数 y= lgsinx 才 有 意义 。 
但 因 满 足 @ 式 的 x 值 为 
2U67<XY<(22 十 荆 ) 生 (2) 
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其 中 ，? 为 任意 正 的 或 负 的 整数 和 和 截 。 

廊 汲 ， 由 四 知 函数 定义 域 为 (2zr，(22+ DA)(nE2)。 
又 由 外 知 ， 这 个 函数 的 值 域 为 ( - cc，。 

(2) 芳 数 y = lgsinx 的 略图 如 图 4- 避 


1 y 
a 1 1 1 ; 
a 6 C10,67 
下拉 1 可 和 41 AAA 
) | ， 1 2 re 1 
1 上 [a ye 
of? 2 1 


(图 4-11》 (图 4-12) 


例 5 (78 年 重庆 市 竞赛 题 》 
已 知 函 数 y= x+2y +wX 2wXDT 。 
(1) 求 这 个 函数 的 定义 城 
(2) 绘 出 这 个 函数 的 图 象 ， 
(3) 求 这 个 函数 的 极 值 . 
解 : (1) 丽 数 的 定义 域 由 下 列 条 件 决定 ， 
X 一 1Z>0 
x -~ 2/X+1>0. 
解 之 ， 得 1 和 x< + co， 则 知 所 求 定义 域 为 (J，+ ceo) 
(2) 先 将 蚂 数 表达 式 变 形 ， 
由 = 2x+ 2 x-2)7 


得 y= LX+ X22 -2+ 站 


140 


2 (ixX<2) 


.3 


2VX-1 (x>2) 

由 此 绘 得 图 形 。 如 图 4-12 

(3) 当 !<x<2 时 ， 通 数 有 定 值 y= 2， 

当 x>>2 时 ， 最 然 有 Y= 2w/X- 1 之 2. 

因此 ， 当 j 志 x 志 2 时 ， 乌 数 y 处 处 有 极 小 值 2。 

例 4 (79 年 天 津 市 竞赛 题 》 

已 知人 ABC 是 边 长 失 1 的 
正三 角形 ，O 为 其 中 心 。 试 问 
过 O 点 且 两 端 溢 在 人 4B8C 边 上 
的 线段 中 ， 哪 几 条 最 长 ? 泌 几 
条 最 短 ? 它们 各 为 多 长 + 证明 
你 的 论断 。 

解 ， 如 图 4-13。 (图 413) 

过 O 点 且 与 任 一 边 ( 例 如 BC) 平 行 ， 端 点 D、E 分 别 在 另 
两 边 ( 48,AC) 上 的 线段 DE 最 短 ; 任 一 边 上 的 高 (例如 B 开 ) 
最 长 . 

事实 上 , 设 OH=h,，AE’OE =9. 由 于 < 人 LHOE,， 
ZHOBE = LHBC=30"， 所 以 0*<<0<30*"， 则 


2 h 。 7 h 
Ss sin(60° + 0)" sin(60°— 人 DD 


于 是 DE’as0D’+ OF’ = tr 


， . 
* sac0" -0 7 
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24 4w 3 


欲 证 DE <D'E’<BH， 只 须 证 
4v 3 1 1 ' 
3 hs 外 SIn(60° +0) sin(60° —D) J<3n. 


3。. 


1 1 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 
即 3 SIn(60° 0 * sint60° 0) 


1 1】 
设 1(4)= Snc60 10) * sinc60° -A 


1 1 
和 1 Se 
3 cosg 十 了 sing 3 Cost ~ sin0 


3cosb 
于 cos20 ~ 了 sin 
cost ~ 六 + 立 
E33 3 ss 
cos2 -了 工 
1 
| 1 
Vv 3 人 ee 十 st 2 本 
cos0 + 一 cos20— 3 


角 6 由 0 一 >30* 时 ，cosb 为 减 函 数 ， 故 1(0) 为 增 函数 ， 
因此 100°) 达 f00) 志 1(30°)。 
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e 2 . 4 3 

而 f00°*) sin60s 3 
1 1 , 
“) 一 - : = 十 2=3。 
f(30°) sin90° 四 sin30° . 


> 
«| 


则 有 -<f(0)<s. 
例 5 “84 年 全 国 竞 赛 题 ) 
车 0 之 0，u 夺 1，F(X) 是 一 个 奇 沙 数 ， 则 G(X) 


“Po [T+ 二 轩 


(A) 奇 函 数 ; (68) 偶 函 数 ; 
(C) 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 ， 
CD) 奇偶 性 与 o 的 具体 数值 有 关 。 


解 ， 因 为 G(x) = F(x) 。_ 0 二 1 
3a 1)? 


GG F(x)e 十 -+1 
所 以 G(-x)=F( 一 x) Za 1 


1l+a® 


i 


+ 
2(G ~ 1) 


则 知 G(Cx) 是 偶 函 数 ， 应 选 答案 ( 忆 )。 
例 6 〈78 年 福州 市 竞赛 题 ) 


=F(x). = G(X)。 


已 知 函数 fx) 的 定义 域 是 全 体 实 数 ， 并 且 对 自 变量 x 的 
任意 值 x,，xa， 等 式 


fx) + fx) = 2f( 匀 + 和 。 人 3 所) 


都 成 立 ; 又 知 有 (地) = 0， 但 f(x) 不 恒 等 于 0. 


求证 ， 对 一 切 x 的 值 如 下 等 式 都 成 立 
(1) A(x+2r) = f(x)s 

(2) f( -~-x)= f(x), 

(3) fC2x) = 2[f(x)]2~ 1。 


证 明 ; (1) 因为 {(x+7) + f(x)= 2f(x+3)f (3)=0, 


所 以 f(x+7)= -f(x), 
则 flx+2r)=f(xtxtr)= ~ f(x+t a)= f(x), 
即 f(x+27) = f(x), 


(2) 因为 f(x)+ f(x) =2f (和) (2 ) 


= 2f(x)f)0) © 


fo +f = 2 (3) (Se)=2f (01 ©® 


由 、@ 得 f(x) + 了 (x)= 了 (x)+f 了 (~*), 
则 f(x)=f(~x)，。 

(3) 由 @ 式 得 ”27(x)[1-~f(0)]=0. 

又 因 f(x) 不 乌 等 于 0， 所 以 f/f(0)=1，。 


由 于 ff(2x) +f(0)= 2 ) (230) 
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邮 72xy+1=207(0x)]2， 
故 ff(2x)= 2L10x)1 ~ 1。 
所 以 ， 对 x 的 一 切 值 ， 以 上 三 式 均 成 立 。 
例 7 〈79 年 山西 省 竞赛 题 ) 
已 知 函 数 (x) 为 偶 函 数 , 求 满足 下 述 条 件 的 一 组 x 的 值 ， 
f(sin2x) = f(— 2sinxcosx— 3cos2x)。 
解 ， 根据 已 给 条 件 ， 或 有 
Sin2X = ~ 2sinXcoOsX 一 3cos2X， 
即 sin2x + 2sinxcosxX + 3cos2x = 0。 
因为 ”cosx 大 0， 则 上 式 化 为 
tg2x + 2tgx+3= 10。 
但 此 方程 无 实数 解 ， 因 而 此 式 不 能 用 。 
由 于 f(x) 为 偶 函 数 ， 因 此 或 有 
Sin2x = 2sinxcosxX + 3cOs2x, 
即 sin2x— 2sinxcosx ~ 3cos2X = 0。 
因为 ”cosx 头 0， 所 以 有 
tg2x ~ 2tgx—~3=0, 
(tgx+1)(tgx— 3)= 0。 


者 tgx= 一 1， 则 x= th 

车 tgxy=3， 则 x=arctg3 + Ar 

综 上 可 知 ， 所 求 的 某 组 x 的 值 或 为 <= - + kx， 或 为 
X= arctg3+Ar (k 为 整数 )。 


例 8 “78 年 山西 省 竞赛 题 ) 
设 函 数 1(x) 的 周期 为 R，。 若 ao>>0，F(x) = f(ax)， 那 么 
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(x) 是 否 是 周期 函数 ?为 什么 ? 


解 ， 由 已 知 条 件 有 
F(x)= f(ax) = f(ax+R)= f(a(x+ &)) 
= F(x+ 站 


所 以 ，F (x) 是 周期 函数 。 

例 9 (60 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

对 于 函数 y= lg(2sinx)， 回 答 下 列 问题 ， 然 后 作出 它 的 
图 象 . 

(1) 它 的 定义 域 是 什么 ? 

(2) x 取 何 值 时 ， 函 数值 等 于 零 ? 

(3) x 到 何 值 时 ， 函 数 有 极 大 值 ? 极 大 值 等 于 多 少 ? 

(4) 这 函数 是 否 是 周期 函数 ?如果 是 的 ， 求 出 它 的 最 小 
正 周 期 。 

(5》 当 角 变量 x 从 0 逐渐 增加 到 r 时 . 函数 变化 情况 怎样 ? 

(6〉 作出 它 的 图 象 


~ 


bd 


l 
1 
| 
! 


解 ， y= lg(2sinx) 
(1) 显然 ， 函 数 定义 域 为 (2pr，(28+ 1)T) (RE2Z)。 


(2) 当 2sinax=1， 邵 sinx= 地 时 ， y= 0。 
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即 当 xn pr+ (一 TD (REZ) 时 ，ym0， 


(3) X= 2hn+ (&EZ)， 函 数 有 极 大 值 ， 


Ymax = 1g2。 
(4) 所 给 函数 是 周期 函数 。 
因为 lg(2sin(2x + x))= lg(2sinx), 
所 以 ， 它 的 最 小 正 周 期 是 27. 
(5) 当 自 变量 x 从 0 逐渐 增加 到 7 时， 函数 y 的 变 化 情况 


Wi NH 5 
x 变 化 0/ 号 ] 于] 全] = 
y 变 化: -A071lg2N0N-% 
(6)〉 图 象 ， 如 图 4-14， 


例 10 〈78 年 银川 市 竞赛 题 ) 

函数 y= 3w 3cosx+ sinx，xX 取 什么 值 时 ， 有 极 大 值 和 
极 小 值 ? 极 大 值 和 极 小 值 各 是 什么 ? 

解 : 设 3 3 =rcosm，1= rsina2， 


1 

则 有 P=arctgs /3 r= 28. 

因为 y= 3w 3cosxt+sinx 

=r(cOsPcoOsx+ singsinx) 
= 2 7COsS(X— 9) 

则 当 x 一 w= 0 即 x= 9 时 ，y 有 极 大 值 2 7 ， 

当 x 一 9 = 时 ， 即 xY=zt+9 时 ，y 有 极 小 值 ，~ 2 了 。 
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测 11 (78 年 辽宁 省 竞赛 题 》 
a 5 i 
求 函 数 Y=2— 了 了 7776 的 最 大 信 或 景 小 值 。 


解 ， 就 x2 一 2x+ 6 而 言 > a= 1>0, VY 2 9X+6 有 


最 小 值 ， se -有 最 大 值 ， 因 此 7y 有 有 蝶 小 值 。 
让 4 一 如- 
二 i 1 时 ，/ X32 一 2X 十 es 人 全 


V 于 4- v 百 , 因而 有 最 小 信 3- -7 2-V 5。 


例 12 78 年 福州 市 党 赛 题 ， 
已 向 0<x<x， 当 z 为 何 信 时 ， 溪 数 


y= cos( 2X + 等 2c0s( X 十 子 有 最 大 利和 最小 信 ， 
并 求 出 最 六 值 和 最 小 值 . 


解 ， y= cos( 2X+ 全 一 2cos( x+ 也 ) 


2eostz 十 子 ) 一 2cos(x 十 于) -1 


=2[cos(x+ 世 )- 二 ] -地 ， 
已 敌 “0<x<z， 记 以 


当 cos(x+ 二 )- 1 YY 最 大 二 3， 此 时 x= 
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ED 了 | = ~ A 
当 costx ; 5 时， 3 最 小 ， 此 时 x 31 


例 13 第 一 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 


求 gx) = 9 Sin + 4 (0 二 x 过 xX) 的 最 小 值 . 


sp 
解 ， 将 F(x) 的 表达 式 变形 
f(x) = 9xsinx+ -去 害 。 
把 右 端 第 一 项 记 为 *， 第 二 项 记 作 o， 注 意 xo 是 常量 。 这 
提示 我 们 使 用 “2” 之 Vuo。 其 中 4、v 是 非 负 数 ,而 等 号 成 立 
的 充 要 条 件 是 4 =v， 把 这 个 等 式 用 于 这 里 的 :、v， 得 到 


/和 >vaxi. 就 是 f(x) 宇 12。 


12 这 个 值 确 实 能 达到 的 充 要 条 件 是 有 这 样 的 x 使 


gxsinx= 4 ， 即 x2sin2x= 全 
XSINX 9 


”因为 xzsinzx 当 x= 0 时 为 0， 当 x= 记 时 大 于 1， 所 以 当 x 


取 0 与 季 之 间 的 某 个 值 时 xzsinsx 会 等 于 专 ,因此 ,jx) 的 最 小 


值 的 确 是 12， 

例 14 (60 年 上 海 市 竞赛 题 ) 

已 知 振 动 y, = sinx，ys = sin2x， 研 究 它 们 的 合 振动 y = 
4+ ya= sinx+ sin2x 的 性 质 (x 的 取 值 范围 ， 极 大 值 和 极 小 
值 ， 零 点 ， 变 化 情况 ， 对 称 性 ， 周 期 性 )， 并 作出 它 的 图 象 . 
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解 ，(1) 函数 y = sinx+ sin2x 的 定义 域 为 (- ce，+ co)i 
(2) 当 x=2nr+.(nE2) 时 ，y 有 最 大 值 2 


当 x=nr (一 1D"(nEZ) 时 ， y 有 最 小 值 - 寺 。 
(3) 当 x= nn 或 *=2nr ~ 了 (nE2) 时 ， y=0, 


(4) 当 2nr<X<227 + 二 时 ， y 递 增 ( 从 0 到 1)， 


当 2nr+ 2 <x < 2nr+ 时 ，y 递 诚 (从 1 到 -十 ) 


当 2nz+ 于 < x 2nz + 0- 时， y 递 增 (从 一 + 到 0)， 


当 2m + TSXS21 十 1 时 ， 


4 递减 (从 0 到 - 1) 


当 2n7T+ <x<20n+ 1)7X 时 ，y 北 增 (从 一 于 到 0)。 


注 ， 以 上 ”为 整数 ， 即 2E2。 

(5) 函数 图 象 ( 略 )， 既 不 关于 x 轴 和 y 轴 对 称 ， 也 不 关于 
原点 对 称 。 

(6) y= sinx+ sin2x 是 周期 函数 ， 其 周期 为 2r。 

例 15 (79 年 西安 市 竞赛 题 ) 

已 知 函数 fx) = |x* 一 1| +m|x+1| +4 有 极 小 值 ，/(2) 
= -4， 求 函数 fx) 的 零点 。 
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解 ， 当 x 半 1 时 ，f (x) =x?+ mx+ (G+ 1m 一 1)， 其 极 值 点 
为 Yo = -本 = 2， 则 1m = 一 4。 


又 F(2)=22-4x2+(da-4-1)= -4， 得 ac=5. 


X*+ 4X+8 (x—1) 
故 知 f(x)=,- x:~4x+2 (~ 1<x<1) 
X2 一 4X (Xx>1) 


(1 当 x 委 -1 时 ，A=42-4x8<0， 则 Fx)>0， 

因而 ， 此 时 f(x) 无 零点 ， 

(2) 当 一 1<x 志 1 时 ， 解 方程 -x*-4x+2=0,， 得 此 区 
间 内 的 一 个 零点 xz = 6 一 2: 

(3) 当 xy 之 1 时 ， 解 方程 X- 4x= 0， 得 此 区 间 内 的 一 个 
零点 X2 = 4. 

综 上 ， f(x} 的 零点 是 6 - 2 和 4。 

例 16 《第 十 五 姑 国 际 数学 竞赛 题 )。 

设 C、0 都 是 实数 ， 并 且 方 程 xX4+ ax3+ bx2?+ax+1=0 至 
少 有 一 个 实数 解 ， 试 确定 a: + 02 的 最 小 可 能 值 

解 ， 设 xo 是 函数 fx)= x*+4x3+ bx+ax+1l 的 一 个 实 


数 根 ， 即 f(xo) = 0， 显 然 xos0 〈 因 /0) = 1 六 0). 从 而 二 存 


1 1 1 _ 
在 且 ri hs LAs 因此 汪 -也 是 函数 1(x) 的 一 个 


实 根 。 由 此 可 设 


f(X) = (%— xX0) (x 一 也)(X2 二 DX 十 1) 
0 
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rw [CX2— (xn 十 二)X+ 19(x2+ px + 1) 
0 
=X4+ [DpD— (xo+ LIX3+ [2 一 (Cxo 二 LL) px? 
1 
+ (Dp— (Xo+—)IXt+1, 
Xo 


令 @ = Xot a 则 
Xo 


f(x)=Xt+(p-q)x3+(2- pq)x2+ (p— aq)x+1 

其 中 p、q 均 为 实数 ， 

与 原 方程 比较 可 得 4 = p -9，b=2- pq， 

于 是 有 4a?+02=(p-qg)+(2- Dq)2= (gq:+1)p2— 
gz+ 4。 

将 上 式 右 端 厦 作 关于 p 的 二 次 函数 ， 记 为 F(p). 即 FF(p) 
=(g2+1)p*-6g9n+ a2+4. 

于 是 ， 欲 求 o: + 2 的 最 小 可 能 值 ， 转 化 为 求 (p) 的 最 小 
可 能 值 。 由 于 92+ 1>>0， 所 以 Ff(p) 的 最 小 值 存 在 且 当 p= 


6gp+ 


Gg 


Zar (7D) 的 最 小 值 为 


4(ght 1) (gs+4) ~ 369: _ (gq — 2)? 
4(g2+ 1) +1 “ 


再 出 qz = Cxot+ i)2 = (Xo— 1 )2 + 4 宇 4。 
Xo Xo 


即 得 02+b:= FP(p)>t 和 i oi) -2) 
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3 4 
之 过 i 
(1 4 2) 5 
故 知 a? + 如 的 最 小 可 能 值 是 全 ,此 时 q= 土 2,， D>= + 后 9 


=+4，b=-2 
从 而 易 知 a= + b= -5， 
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第 五 讲 
高 斯 函数 与 函数 方程 


一 、 高 斯 函数 


函数 x) = [2 叫做 高 斯 函数 ， 定 义 域 为 实 数 集 ， 对 应 
法 则 可 用 一 句 话 概 括 ， 即 f (x) 是 不 超过 x 的 最 大 整数 .这 里 符 
号 [J] 只 不 过 是 高 斯 函数 的 函数 值 的 记号 ， 高 斯 关 数 六 x) = 
[x 是 一 种 记号 表示 法 ， 其 对 应 法 则 是 用 一 句 话 表达 的 ， 不 
能 用 一 个 式 子 表 达 ， 但 可 用 图 象 表达 ， 如 图 5-1、 

由 于 高 斯 函数 图 象 旦 阶梯 状 ， 所 以 它 也 称 为 阶梯 函数 。 
要 掌握 它 ， 应 抓 住 两 点 ， 其 一 ， 对 任何 x，[xJ 是 整数 ;其 二 ， 
[Xj 过 x 之 [Lx]+1， 这 说 明 [x) 是 x 的 整数 部 分 ， 因此， 高 斯 函 
数 又 叫 取 整 函数 。 

设 {x} = x 一 [x]。， 则 称 {x} 为 x 的 分 数 部 分 ,于 是 , 0 二 {x} 
1。 显 然 、w=[X1l+ {x}。 


t 
J 
逐 si 
本 
一 一 本 人 上 一- 一 上- 万 
-3 -2 -从 1234 
一 | -3-2-10 1 23 
3 
f 
(图 5--1) (图 5-2》 
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函数 y= {x} 称 为 分 数 函 数 ， 其 图 象 如 图 5-2 

近年 来 ， 高 斯 函数 (x) = Cx) 经 常 出 现在 国内 外 中 学 数 
学 竞赛 题 之 中 . 虽然 解答 有 关 这 类 试题 不 要 很 多 基础 知识 ， 
但 有 很 强 的 技巧 性 。 因此， 我 们 若 能 熟悉 高 斯 函数 的 定义 、 
性 质 及 其 应 用 中 的 有 关 技 巧 ， 那 么 对 参加 数学 竞赛 是 大 有 好 
处 的 .。 

高 斯 函数 (x) = [x] 有 如 下 基本 性 质 ; 

性 质 1。f(x) = (0x] 是 不 减 国 数 ， 即 ， 当 xi 过 xs 时 ， 必 有 
[xs<CxX2]。 


证 明 ， 由 定义 知 [X1I] 志 %i， 而 % 委 xs， 所 以 [xs 委 xa。 这 
说 明 [xi] 是 不 超过 xs 的 整数 。 再 由 定义 知 5xs] 是 不 超过 xs 的 
最 大 整数 ， 故 有 [x] 和 <[x2]。 

注 ， 性 质 1 从 图 象 也 很 容易 看 出 。 

性 质 2. [x 中 的 x 的 整数 部 分 可 以 “往外 拿 *”， 即 Cx + 1m) 
=[Xx]+m， 当 和 且 仅 当 m 为 整数 时 成 立 。 


证 明 ， 当 mm 是 整数 时 ， Ex + m= [CxI+{x} +m)= 
[CcxI+m) + {x})= CI +m, 等 式 成 立 . 


” 当 mm 不 是 整数 时 ， 则 {1n} 夺 0， 于 是 ， CX] + 1m= [CX]+[m] 
+ {1m} 六 [xX+ 1 区])， 等 式 不 成 立 。 

性 质 3。 对 任意 实数 X14 和 xs， 有 [Xi] + [Xa] 志 [Xi + X9]。 

证 明 ， 色 为 [X13 夺 %1，{[%2j 三 Xe， 跌 以 Ex LX2}% 二 


oa， 于 是 [ CxD + fx]]<cx +xo]， 即 有 


{Xj +L[Xa]<[X + Xe. 
和 性质 4。 车 x: 宇 0，x2z 宇 0， 则 [x1j{xsj 志 [XiX2]。 


一 
《有 也 
4 


证 明 ， 因 为 0 委 Cx < xi，0<[xo] 雪 Xe， 所 以 ,[x,]Cx?] 
<xuxa。 再 根据 性 质 1 便 有 [ Cx] [xs] ]<Cxix2]， 即 有 Cx) 


[xz] CX Xs) e 


性 质 5。 设 mm 与 4 均 为 正 整 数 。 在 1，2，…，#w 中 ，m 的 倍 
sf 


证 了 明 : 设 有 8k 个 区 的 倍数 ， 则 1m。 2m, 3772 "ey km 均 不 
超过 2 ,但 (+ 1)7 趟 过 ?2。 即 有 Asn<(R+ 了 1， 于 是 P< 末 
<hk+1, 从 而 [ 王 ]=&%. 故此 ， 在 1， 2， 3，…， 7 中 作坊 的 售 

-pf 
数 有 [之] 个 . 
CX) x 
性 质 6， 如果" 是 自然 数 ， 则 [了 2]= [之 ]。 
证 明 ， 设 [全 27]- mm、 出 m< <m+ 1, 即 有 mx 到 


[Xx] 之 nC(m+1)。 因 为 tm 和 nm+ 了 都 是 整数 ， 数 x 也 应 满足 
不 等 式 mn<x<n《m+ 1)， 由 此 得 出 ; ms 二 < m+1， 于 是 


(DO-" 


综 上 可 知 [5 ] = [二 


讲究 解 题 技巧 ， 这 里 更 为 重要 。 
由 于 高 斯 函数 (x) = [x] 的 性 质 不 如 常见 的 指数 函数 、 对 
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数 函 数 、 三 角 函 数 等 初等 函数 那样 多 ， 使 用 起 来 也 不 大 方 
便 ， 并 且 关 于 含 符号 Cx] 的 题目， 其 它 数 学 工具 又 往往 用 不 
上 。 因此， 当 我 们 熟悉 了 高 斯 函数 的 定义 及 其 性 质 以 后 ， 应 
当 进 一 步 了 解 和 掌握 解答 含 Cx] 的 题目 的 特殊 技巧 ， 这 里 , 妇 
纳 为 三 点 ， 

第 一 ， 充 分 利用 [x] 的 定义 .根据 定义 ， 对 任意 实数 x 都 
有 x= [x + {x}， 而 0 志 {x}< 之 1 于是， 将 关于 任意 实数 x 的 
问题 ， 归 结 为 讨论 区 间 C0，1) 上 的 关于 {x} 的 问题 ， 

第 二 ， 有 意识 地 利用 [x] 的 性 质 ， 特 别 是 前 三 个 性 质 , 因 
为 这 三 个 性 质 是 直接 由 定义 派生 出 来 的 ， 可 以 说 是 函 数 Co9 
的 本 质 属性 的 推论 。 又 因 关 于 含 [ 台 的 问题 ， 别 的 数 学 工具 
又 用 不 上 ， 所 以 能 用 上 高 斯 函数 的 性 质 1，2，3, 常 能 收 到 出 
奇 制胜 的 效果 。 

第 三 ， 充 分 利用 典型 区 间 。 假 设 Cx) = m，{Xx}= p， 则 x 
=m+ p， 其 中 0 过 p<1. 于 是 ， 问 题 妇 结 为 C0，D 上 讨论 。 
为 此 ， 需 要 对 区 间 [50，1] 进 行 划分 ， 分 段 讨论 。 又 常 分 成 n 


个 相等 的 小 段 ， GS, 站) 六 = 2，…， jw 于 是 ， 问题 


从 


k 
名 


的 讨论 只 要 在 典型 区 间 [ =， 全 ] 上 进行 即 可 。 


例 1 对 任意 实数 x，y， 求 证 ; 
{XI + CX+ YI+ YI EL2X) + C2Y), 
证 明 ， 根 据 定义 ，x = [Xj+{%}。，y= [y+{y} 
于 是 ， [2x) = [2Cx] + 2{x})， 
£29) = (2Cy) + 2{y)), 
C+ y= + C+ Ax) + (97 
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根据 粕 质 ?。 [2x) = 2Cx] + [2{x}]， 
(2y; = 2Cy)] + [2{y}3， 
[xX+ y= + y+ {x + {yD 
代入 欲 证 不 等 式 ， 抵 消 两 边 相 同 的 部 分 ， 我 们 只 须 证 明 
Cx} + {y} SC2{x}] + C2{y}). 
根据 {x}、{y} 的 对 称 性 ， 不 妨 设 {x} 志 {yy}, 则 
C{y} + {y= C2{y} C2{y)) + C2{x)). 
根据 性 质 1 又 有 C{x}+ {yj 才 [{y}+{y)， 
于 是 有 [{x}+ {9 站 志 [2{x 站 + [2{y) 站 从 而 命题 歼 
注 ， 本 例证 明 过 程 中 ， 主 要 应 用 了 高 斯 函数 的 定义 及 其 
性 质 1、2。 即 运用 了 技巧 中 的 第 一 和 第 二 。 
例 2 ”对 自然 数 ?及 一 切实 数 x， 求 证 : 


KX] 十 [x+i] 十 ls] 十 十 [x+ 一] 


于 Cnx]。 


证 明 ， 设 X=tm+ pp。 其 中 m= [x]， p= {x}, 则 原 等 式 变 


Cm+ p+ Em+ p+ y+ Cm+p+ tt 


n~l 


]- {n(n+ p)} 


[mrp+ 


即 mm+C pt[ p+i)+t( pt]+tet : 
[p+ 2 = mnt Cnpy, 
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亦 即 [pp) + b+ 二 |+[ 所] 二 


n—1 
n 


f p+ ]= Cnp), 


注意 到 这 个 等 式 的 结构 与 原 等 式 完全 一 样 ， 并 且 0 志 p< 
1。 因 此 ， 欲 证 原 等 式 对 一 急 实数 x 成 立 ， 只 须 证 明 原 等 式 对 
区 间 L0，1) 上 的 x 成 立 。 


再 将 区 间 C0， 细 分 成 ! 个 长 度 为 二 的 小 区 间 [ 和 = 1， 
hk- 2，*'， 1)。 因为 XEL0， 1) ,所 以 必 存 在 一 个 A 使 


Eanes 即 h-1 志 nx 过 kh， 于 是 Cnx] =A- 1。 


男 一 方面 ， 由 4 和 >1<x< 知 


一 i++ 
他 1 n 


k 一 二 k oH 
二 “<x+x < 十 从 L 2n ly 


La 1 
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RkR+i 


仅 当 > 1 时 ， 才 有 [x+ 过世 = 1. 即 要 
k+ 1 之 1 亦 即 >n 一 kh (i= 1，0,1,2,… ,7 一 2). 这 就 是 说 
上 述 不 等 式 ,从 其 中 i~n-h 始 至 i=n-2, 有 (x+ 于 +]=1 
这 里 ,共有 (rn 一 2) 一 (mn~h)+1= 记 ~ 1 个 .至 于 前 面 的 x 一 +1 
个 不 等 式 中 ，[x+ 1]=0。 于 是 ，Cx]+ [x+ 十] + 


[x+ 一 和 -1. 
故此 ， 原 等 式 成 立 。 
注 ， 本 例 主要 利用 了 “典型 区 间 2 的 技巧 , 即 第 三 个 技巧 。 
在 应 用 中 ， 这 里 介绍 六 个 方面 ， 
(一 ) 含 CX] 的 运算 
例 1 若 A={Csina)},，B= {Ctga]}。 
求 AUB, ANB. 
解 ， 因 为 4= {~1.0;,1}，B= {整数 }， 
所 以 AUB=B, 4NMB= 4A. 
例 2 已 知 CXx)= -2，[y]= 一 3， 求 x y 的 值 域 。 
解 ， 因 为 - 2<x< -1，-3< 和 y< -2， 
所 以 0<*%-y<2. 
n+2 


例 5 着 为 自然 数 , 求 开 [2 人 的 什 、 四 
解 ， 因为 守 [22] 14+]: (t+ [i++ 


+ 人 + 00} 
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i100 
所 ttt Dt t+ + 
=! 


(1+0)= 103。 
(二 )、 爹 Lx] 的 函数 
例 4 求 函数 F(x) = [x2+3x+ 1 的 最 值 。 


多 1 
解 ， 令 y= 一 x2+3Xx+1， 则 y= -(x- 也) + 汪 。 于 是 


13 131 - 
y< 芋 ， 因而/(x) 的 最 大 值 为 [ 3] = 


(三 ) 含 C%] 的 方程 
， 解 含 [*] 的 方程 ， 通 常 归结 为 解 不 等 式 或 者 解 不 等 式 组 ， 


例 5 解 方程 [5 一]= 1 
解 ， 设 5 = m, 则 x= -9 一 一 ， 原 方程 变形 为 


[2 如 ] = mm 于 是 0< 2 二 遇 - m<1， 


解 上 面 不等式， 得 - 站 <m< 也 .因而 有 mi = 0,ma= 1 
当 m = 0 时 ， 得 % = 和 


当 1ns = 1 时 ， 得 xs = 和 = 所 


例 8 解 方程 [x- D= [<<]。 
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X+2 


解 ， 作 函数 y= [x 与 y= [”2“] 的 图 象 (图 5-3) 

我 们 容易 看 到 ， 当 3 三 x 之 5 时 二 函数 的 图 象 重合 ,因而 方 
程 的 解 为 3 二 X 生 5. 

例 7 ， 解 方程 光 - Cx]= 3。 

解 ， 先 将 方程 变形 为 如 - 3= [x]， 再 作 函 数 v= xs -3 和 


(图 5 一 3) 图 5-4 


2y= [5 的 图 象 ( 图 5-4) 。 由 于 这 两 个 函 数 的 图 象 相 交 于 唯一 
的 点 ， 所 以 原 方程 也 具有 唯一 的 根 ， 这 个 根 包 含 在 数 1 与 x 
之 间 。 但 如 果 1<x<2， 则 [5x] = 1， 方 程 具有 形式 x* -1= 3. 
由 此 ，x= 以 4 是 已 知 方程 的 根 。 


例 8 求证 下 列 方程 无 实数 解 
CXI+L2xXI+ C4XI+ [C8XI + C16XI + C32x] = 12345. 
证 明 ， 设 f(x)= Cx]+[2x] +[C4x]+C8x) +C16%x] 
+[32X]， 
由 性 质 3 有 f(x) 志 [x+2x+4%X+ 8xX+ 16x+ 32x] 
=【63x]< 63x . 
因此 ， 如 果 方 程 有 解 ， 即 存在 x 使 1(x’) = 12345， 那 么 
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12345 志 63x ， 于 是 x 宇 12345 + 63= 195.9523…。 

又 因为 1/(196)= [1961+[52x1961+[4Xx196]+ 
C8x196)+C16x196)+ [532x196)= 63 x 196 
=12345 半 f(x’). 

根据 性 质 1 ,由 f(196) 之 f(x ) 知 196 之 x .可 见 195 之 x 
<196. 

由 此 可 今 x = 195+ y，0<y<1， 代 入 原 方程 

fix’}y=f(195+y)= C5195 + y) + [2(195 + y))+ + 
[32(195+ y)3。 

根据 性 质 2 有 

f(x’)= 195 X63+Cy)+[C2y)+ (C4) + + C32y) 

= 12285+ f(y)= 12345. 

于 是 /(y) = 60， 显 然 不 成 立 . 

因此 ， 原 方程 无 实数 解 。 

(四 ! 含 Cx] 的 不 等 式 

例 9 车 x 产 0,y>>0， 求 证 ，[Cx+ ?入 [2x] + [2 

证 明 ，(1) 若 0<x+ y<1，0<x<1，0<y<1， 则 有 
[x+y]=0，[2x] 之 0，[2y] 之 0。 因 而 有 | 

{x+ y)<(2xX] + [C27]. 
(2) 若 x+ yy 之 I， 则 xX+y 一 1 之 6。 设 2xX= m+ np, 是 煌 p 的 


倍数 的 数 有 [ -4 ] 个 ， 因 此 中 中 含 忆 的 因子 有 [] 个 ， 这 些 p 


因子 的 积 为 pc. 
(2) 同 再 ,中 中 合 p 的 因子 有 [ 恕 | 个 ， 但 Pp 的 傅 数 的 名 
也 是 p 的 傍 数 ， 即 1 中 有 [ 六] 个 p% 也 就 有 [ 六] 个 p， 这 些 p 
163 


因子 的 积 为 pC35]。 
(3) 同 理 ,nl 中 有 [( 矶 ] 个 p*， 也 就 有 [ 各] 个 p， 这 些 p 因 
于 的 积 为 p57 


ee 就 是 中 中 所 有 Pp 的 因子 
的 积 ， 即 


p™= op opt 
+ 
因此 命题 为 真 ， 


注 ，(1) 当 px 过 时 ， 有 0 之 二 < 1 因而 [入 ]- 0 


(2) 例 10 是 一 个 很 有 用 的 命题 ， 借 助 它 ，2y=%+9，m、 
n 为 整数 ，0 寺 p<1,0<g<1. 
汕 [2x + C2) = m+ 1 
[2x+2y-1)=m+n+[p+g~ ]]。 
而 0<<p+g<2， 则 ~1<p+g-1<1, 于 是 ， 
Cp+g~1]=0, 或 Lo+g-ID= -1. 
因此 ，[252] + [2 =m+fn 之 [2xX+2y~ 1 


= CAF y+ XH Y= De 
由 人 性质 3, [x+ yj+ [x+y-1]((x+y)+ (xX+y~-1)) 
风 [x+ y+ YI) + XE VY ee ee, @ 


综合 四 与 国有 [x+ 3 寺 [2X] + [2 放 。 
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(五 ) 在 数论 中 的 应 用 
例 10 车 p 是 某 个 质数 ，+# 是 自然 数 ，p 志 7%， 且 p" 是 1 
中 含 p 的 因子 的 bp 的 最 高 次 笑 . 求 证 ， 


m= (加 + [到 + (入 +…- 志 [入 

证 明 ，(1) 由 性 质 5 知 ， 在 1 到 中 是 自然 数 p 的 倍数 的 数 
有 [ 字 ] 个 ,因而 nl 中 合 p 的 因 于 有 [下] 个 ， 这 些 p 因子 的 积 
为 pt， 

(2) 同 理 ，n1 中 含 刀 的 因子 有 [2s] 个 ， 但 坊 的 倍数 的 数 
也 是 p 的 售 数 ， 即 m1 中 有 [25 ] 个 产 ， 也 就 有 [ 总 3) tp 这 些 p 
因子 的 积 为 pt?32 

(3) 同 理 ， 可 中 有 [ 训 ) 个 P*， 也 就 有 [各] 个 p, 这 些 p 
因子 的 积 为 p72， 


ee 


因为 2! 中 含 p 的 因子 的 最 高 次 蝇 ， 就 是 pl 中 所 有 p 的 因 
子 的 积 ， 即 


因此 ， 命题 正确 。 


~ 此 ~ S| 4 LL 一 
注意 ，p* 之 n 时 ，， 0< 训 <1 如] 0. 


例 11 试 计算 6! 中 2 治 最 高 宕 次 数 是 多 少 ? 
解 ， 根据 例 10，6! 中 2 的 最 高 短 次 数 是 : 


6 6 6 “6 
昌国 :二 :国人 
=3+1+0+0+…=4。 

注 ， 事实 上 ，61 =1"23.4"5.6=24 .3 5， 显 
然 与 上 述 结论 相合 。 

例 12 ”在 数 1000! 中 ， 以 多 少 个 零 为 结尾 ? 

解 ， 获知 结果 是 多 少 个 零 ， 只 须 看 数 1000! 中 含 10 的 宕 
的 夭 次 数 是 多 少 。 由 于 10 是 合 数 ， 不 能 直接 用 例 10 的 结果 。 
但 10=2x5。 且 2 与 5 均 为 素数 .又 由 于 对 于 2 与 5 的 同 次 
客 ( 设 寡 次 数 为 P)， 有 
‘1000Y. [1000 
oe | > [pe 

由 例 10 知 ， 在 数 1000! 中 2 的 最 高 方 次 数 大 于 或 等 于 5 
的 最 高 方 次 数 ， 这 说 明 ， 5 的 方 次 数 就 是 10 的 方 次 数 ， 也 就 
是 数 1000! 的 末 昆 含 零 的 个 数 ， 即 


Ca a 


jw= 1,2,3，……)。 


=200+40+8+1+0+…= 一 249。 


例 15 数 1976! 最 后 有 多 少 个 零 ? 
解 ， 如 同 例 12 的 分 析 ， 只 须 求 得 19761! 中 5 的 方 次 数 即 
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可 。 因而， 数 1976! 最 后 是 零 的 个 数 为 


(He)+ i ne], (| 加 | (+ 


=295+79+15+3+0+ = 4902,。 

例 14 证 明 ， 数 C939 ,被 76 整 除 

解 ， 因 为 76 = 2*x 19， 则 为 了 被 76? 上 整除 ， 必 要 有 充分 条 
是 ， 使 C3，4。 被 2 和 19? 妆 除 ， 


因为 Ctl = gy Todo .于 是 我 们 求 数 19761，9761 


和 10001 的 质 因 数 分 解 式 中 ， 包 含 数 2 和 19 的 宕 指数 mr ,1m2， 
za 和 mi， 72, fs 各 等 于 多 少 ， 
由 例 10 知 ， 


{1978] + (1978] + [1998] + .+ (1976) 


人 250 1 


= 1969, 


me 


m= [0]+ (92 )+ ee)+ 是 + [2 


| 0 ]=994, 


且 m 一 mo 一 1ms=4， 则 C315 被 2 整除 。 妇 
类 似 地 ， 


m= [2976] + [1978) -109， 


19 19: 


[车 ] (办 ]-m 
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{1000 1000 
fos [本 50]+ + 0 192 5 ] = 54， 
es 则 C? 1 被 192 整 除 。 
综 上 可 知 命 题 为 真 。 


(六 ) 关 于 整 点 问题 

所 谓 整 点 ， 就 是 指 坐 标 平 
面 上 具有 整数 坐标 x 和 的 点 
(%，y%)。 人 怎样 计算 在 已 知 平面 
图 形 内 部 的 整 点 个 数 ? 试 以 下 
例 说 明 。 


例 15 位 于 直线 y= 也 * ~ 


(图 5-5》 


三 角形 内 部 与 边 上 的 整 点 有 多 少 个 ?( 图 5-5) 
解 ， 我 们 求 函 数 y= 了 x- 域 当 整 数 x= 1， 2，.…，10 时 


的 值 (注意 当 x= 卫 时 y= 0)， 得 到 织 仅 标 为 二 ，5， 习 ,二 ， 


守 ， 二 ， 御 ， 忽 ， 轨 和 于 .容易 想象 ,位 于 已 知 三 角形 (考虑 
到 边界 ) 中 整 点 总 数 等 于 纵 坐 标 整数 部 分 之 和 加 上 位 于 横 从 
标 轴 上 的 十 个 点 ， 


[二 -的 国 :[: 和 加 


+[ 虽 + + [37]+10=1+2+2+3t4+4+5+6+10= =37, 
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答 ， 所 求 整 点 数 为 37。 

注 ， 所 给 三 角形 内 部 总 共 只 有 37 - 10 一 6=21 个 整 点 。 

二 、 范 数 方程 

所 谓 函 数 方程 ， 就 是 含有 未 知 丽 数 的 等 式 . 

例如 ， (1) f(1-x)=f(x)，(2) f(~-x)= ~f(x), 
(3) f(x+27x) = jx) 等 ， 都 是 函数 方程 。 

函数 方程 这 一 概念 我 们 并 不 陌生 ， 它 是 易于 理解 的 。 

例 1 求 凸 ? 边 形 的 对 角 线 的 条 数 。 

这 里 ， 我 们 借助 函数 来 分 析 ， 

设 凹 ? 边 形 的 对 角 线 的 条 数 为 As) ,r+ 1 边 形 的 对 角 线 条 
数 为 F(n+ 1)。 

易 知 ，jCz+1)= OO +1+( 一 2)= 0) 二 MT 

显然 ，f(n+1) = Jo) +n- 1 就 是 一 个 函数 方程 ， 

例 2 4 个 学 生 排 成 一 队 ， 共 有 和 多少 种 排 法 ? 

设 ? 个 同学 排 成 一 队 的 方法 数 为 1(n)、n+ 1 个 同学 排 成 
一 队 的 方法 数 为 1(n+ 1)。 我 们 进一步 考察 (n+ 1) 与 /1(n) 有 
何 关 系 、z+ 1 个 同学 的 全 部 排列 方法 可 从 原来 ?个 同学 的 每 
一 种 排列 中 这 样 得 到 ， 让 新 同学 擂 入 队伍 ， 对 原来 * 个 同 学 
的 每 一 种 排 法 ， 这 位 新 闻 学 可 排 在 第 一 位 ， 第 二 位 ，…， 第 
1+]1 位 ， 即 有 2*+1 种 播 法 。 由 此 得 出 ， 

flnt+1)= (n+1)f0n). 

显然 ，f (n+1) = (n+1)f(n) 是 一 个 函数 方程 。 

能 使 函数 方程 左右 两 边 恒 等 的 函数 (在 某 一 定义 域内 )， 
叫做 函数 方程 的 解 。 


n(n 3 


一 如 ，f(m) = "就 是 例 1 中 方程 的 解 ， 二 如 ， 


169 


fn) = nn! 就 是 例 2 中 的 方程 的 解 。 

寻求 函数 方程 的 解 ， 或 者 证 明 函 数 方程 无 解 的 过 程 叫做 
解 函 数 方程 . 

值得 注意 的 是 ， 解 函数 方程 所 得 的 解 是 一 个 或 若干 个 函 
数 ， 它 与 解 普通 方程 所 得 的 解 是 一 个 或 者 若干 个 数 相 类 似 ， 

函数 方程 在 国际 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞赛 试题 中 多 有 所 
见 ， 因 此 ， 我 们 应 当 掌 握 解 函数 方程 的 基本 方法 。 

(一 ) 换 元 法 

这 一 方法 的 要 点 是 ， 先 对 函数 方程 中 的 变量 进行 适当 换 
元 ， 以 形成 一 个 关于 未 知 函数 的 代数 方程 组 ， 再 用 通常 的 消 
元 法 解 此 代数 方程 组 ， 得 出 原 函 数 方程 解 的 必要 形式 。 

例 3 解 函 数 方程 


2f (x) + 3 二) = 4 (1) 


解 ，(1》 式 中 有 x*0， 可 设 y= 训 ， 则 x= 六 ， 于 是 方 


程 (1) 变形 为 
zf( 志 )+31 (9)= 冯 (2) 


由 于 函数 中 的 自 变量 用 什么 字母 来 表示 对 函数 没有 影 
响 ， 因 而 方程 (2》 又 可 变形 为 


21(-2 + 3f(%) = 全 (3) 


联 立 方程 (1) 与 (3) ， 不 难 解 得 
fx) -2 时， 
x 
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注 ; 验证 /(x) = -28 全 是 方程 (1) 的 解 、 


_elly 
fe st 二 _24- 16x2 
， 5% 5.1 5x 

这 


2 _ 2 
36x 一 24 . 20x°_ 4X, 


5 和 X 5X 2 
例 4 解 函 数 方程 
f(xt+y)+f(x—-y)=2f(x)cosy (1) 
解 。 在 (1) 中 设 x=0，y=1， 则 有 
ft) +f(—t)=2f(0)cost (2) 
又 设 x= + ?= 了， 则 有 
f(r+ty +f(t)=0 
再 设 X= yY= 洒 +t 则 有 (3) 
并 本 
flrttj+f(-i)= -2f(F)sint (4) 


由 (2)+ (3) 一 (4) 得 
2f(1) = 2f (0)cosf + 2f (3 )sint, 


即 fet) = f(0)cosit f(F)sint, 


车 令 a=f(0)，b=f (也), 1=x， 则 有 
f(x) =acosx+bsinx (ag、b 是 常数 )。 
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注 ， 验 证 fxy = gcosx+ bsinx 是 方程 (1) 的 解 。 
事实 上 ， f(x+y)+f(%~y) 
m0COS(X+ y) + bsin(x+ y) ORG 
+ bsin(x— y) 
x ZLCcOSXCOSY + 2bcosysinx 
= ZCOSY(GCOSX+ bsinx) 
= 2f(x)cosy, 
(二 ) 北 雅 法 
这 一 方法 的 要 点 是 ， 利 用 弟 推 关系 ， 求 出 函数 方程 解 的 
表达 式 . 
例 5 设 光 数 /(m) 定 义 在 自然 数 集 上 上， 且 f(1) = 了 (2) = 
(3) = 0， 试 解 函 数 方程 
fint1)=f(n)+n—1., 
解 ， 已 知 f(1) = (2) = 了 (3)=0， 于 是 , 我 们 将 x 依次 甩 
3，4，5，"，(k~2)，(& 一 1) 代 换 ， 得 
f(4)=/(3)+2 
f(5)= f(4) +3 
f (6)=f(5)+4 
f(kR~1)=f(k—2)+(k— 83) 
fk)=f(k—1)+(k-2), 
上 列 各 式 相 加 并 化 简 ， 得 i 
fkR)=f(3)+2+3+4+. + (hk—2) 
=2+3+4+.…+ (hk— 2) 


ww (2th 2)(R~3) hk(k- 3) 
2 2 “ 
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将 k 欣 成 有 Jo = = 遇 ， 


(C++ 1 2) 只 一 1 一 2 


2 
a 绞 一 30 十 20 一 2 1(n— 3) 四 
2 2 
=f(n)+n— 1 
注 ， 本 例 所 解 的 函数 方程 ， 就 是 由 例 1 所 得 的 函数 方 


程 。 
例 6 设 f(n) 定 义 在 自然 数 集 t， 且 f(1) =1， 试 解 函 
数 方 程 
fnt1)= (n+1)fn) 
注 ， 上 列 方程 就 是 由 例 2 所 得 的 函数 方程 
解 ， 设 x = 1，2，3，4，…， 有 -1， 则 有 
f(2) = 2f (1) 
f(3) = 31(2) 
f.4) = 4f (3) 
fk) = kf(kR—1). 
上 列 各 式 相 姜 并 化 简 ， 得 
fk) = 2.3.4.k:f(1) 
=1.2.3.4.…k= AI 
和 将 & 挽 成 4"， 有 f(n) = 
验证 ，7C2z+ 1 一 (+ 1 = (+ LO =(n+1Df()。 
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例 7 解 函数 方程 
fnt+1)=f(n) +rn+rl nEN) 


解 ， 仿 照例 5 易 得 
Fe) = nt 1) + (1) -1 


验证 ， flntl) = 于 (0+I)CR+2) + FUD-1 
= mtn+2) +f(1) -1 
= 2) + f(1)-—1 
= nn) + nt 1)+/(1)—1 


nt +f) -lrarl 


=f/(n)+nt1, 
例 8 平面 上 有 n 条 直线 ， 其 中 任何 三 条 直线 不 交 于 同 
一 点 ， 已 知 这 n 条 直线 把 平面 分 成 不 超 过 7Cn+ 1) 个 部 分 。 


试 证 ， 这 ”条 直线 中 至 少 有 两 条 直线 平行 。 

证 明 ，( 反 证 法 ) 

假若? 条 直线 i，is，…，ia 中 任何 两 条 直线 都 相交 ， 并 
且 这 n 条 直线 把 平面 分 成 1(n) 个 部 分 。 如 果 再 增加 一 条 直线 
lnti《( 它 与 1， /2， Wi lx" 都 相交 ， 并 且 没 有 三 条 直线 交 于 一 
点 )， 那 么 这 条 直线 /n+ 就 与 原来 的 ?条 直线 相交 # 个 点 ， 显 然 
这 2 个 点 又 把 直线 /n+ 分 成 ?+ 1 段 ， 而 每 一 段 穿 过 原来 的 某 一 
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区 域 时 ， 将 它 一 分 为 二 ， 这 就 增加 了 #+ 1 个 部 分 。 所 以 有 
fn+1)=f(n)+n+1. 


由 例 7 有 fo = n+ +f) 1, 
因为 -~ 直线 将 平面 分 为 两 部 分 ， 所 以 ，f(1) = 2， 于 是 


fm) = 到 n+1) +2~1 


= nntl)+ 1> 于 nn+ 1) 


与 题 设 矛盾 。 因此， 这 "条 直线 中 至 少 有 两 条 直线 平行 ， 
(三 ) 递归 法 
这 一 方法 的 要 点 是 ， 先 将 函数 方程 按 递归 公式 的 形式 表 
达 出 来 ， 然 后 再 求 其 解 的 表达 式 。 
我 们 知道 ， 给 出 一 个 数列 ， 通 常 有 三 种 表示 法 ， 通 项 公 
一 如 自然 数列 ，1，2，3，…，71，，…。 
通 项 公式 ， f(n) = 
弟 推 公式 ，f(n+1) = 了 (n)+] 
递归 公式 ;fC(n+2)=2f(n+1)-f(n) 
二 如 自然 数 平方 数列 ，12，22，32，.，12， 
通 项 公式 ，f(n)= 雪 
递 推 公式 ， fC(n+1)=f(n)+2n+1 
递归 公式 ， ff(n+83)=3f(n+ 2)-~3f(n+ 1)+f(n), 
关于 数列 的 三 种 表示 法 ， 有 三 点 值得 说 明 ， 
一 是 用 函数 方程 的 观点 来 看 ， 递 推 公式 与 递归 公式 都 是 
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函数 方程 ， 而 其 通 项 公式 则 是 它们 的 一 个 解 ， 

二 是 递归 公式 是 递 推 公式 的 一 种 特殊 形式 ， 一 般 可 以 由 
递 推 公 式 导 出 相应 的 递归 公式 。 

三 是 所 述 三 种 表达 式 与 数列 的 关系 是 ， 

若 通 项 公式 确定 ， 则 数列 唯一 确定 ;# 

若 递归 公式 确定 ， 则 一 般 地 说 数列 不 能 唯一 确定 ， 还 需 
视 其 “初始 条 件 ” 来 确定 。 

如 在 递归 公式 

fn+ 3)=3f0+ 2)-3fn+ 1)+fn) 

中 ， 若 取 f(1) = 1:，f/(2) = 22?，f(3) = 32， 则 易 依 次 推出 

f(4)=42, {65)=52, 1, fa)=n, 

著 取 /(1) =0，f(2)=2，f(3)=1,…, 则 有 f(4)= ~ 3， 
j(5) = ~10, f(6)= -20，…。 

递归 公式 的 一 般 表 达 式 为 

fntk)=af(ntk— 1)+asf (ntkh— 2)+.+arf (1) 。( A) 
其 中 ci，a，…，ax 为 常数 ， 我 们 称 上 式 (4) 为 天 阶 递归 公 
式 。 若 给 定 /(1),j(2)，…,F(R) 这 A 个 初始 条 件 后 ，( 4) 式 的 
解 唯一 ， 

为 了 求 出 一 般 天 阶 递归 公式 的 解 ， 我 们 构造 一 个 首 项 为 
1， 公 比 为 4 的 等 比 数列 ， 

1，a， 2 oA es | 
使 它 满足 久 阶 递归 公式 ， 即 有 f(n) =g"! (9 羡 0) 。 

则 gn+*~t wg CiGR+K-2 十 Qgg™*K ~-s 让 vie 让 qxg™! 

化 简 得 d= 019*-! +asge -2 十 十 0 (来 ) 
则 gq 为 (* ) 的 根 、 这 样 一 来 、 等 比 数列 只 要 它 的 公 比 g 能 满足 
( 米 ), 则 它 的 和 通 项 公式 f (nm = g"! 即 为 函数 方程 (4) 的 解 。 我 
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们 称 (# ) 为 天 阶 递归 公式 (4) 的 特征 方程 。 易 证 ， 

(1) 车 f(n) 为 函数 方程 (44) 的 一 个 解 ， 则 af(n) (a 为 常 
数 ) 也 是 函数 方程 (4) 的 解 ， 

(2) 车 f1Cn) 和 fa(n) 均 为 函数 方程 ( 4) 的 解 , 则 af Cn) + 
6fa(n) (ca，D 为 常数 ) 也 是 函数 方程 (4) 的 解 。 

于 是 ， 我 们 通过 解 函数 方程 相应 的 特征 方程 (这 一 般 是 
一 个 代数 方程 ), 即 可 求 出 函数 方程 的 解 。 


例 9 车 f(D = ti, fae (axp) 


CC 有 a~b 
有 f(rn+2)= (a+B)f n+1)~ oapfn) (1) 
求证 fo = 全 一， 


证 明 ， 考 虑 (1) 的 特征 方程 
02= (a+pB)g~ ap, 
解 得 qi = 4a，4qs= 0 
于 是 fi(n) = gq"!= Qn-!, f2(n) = go"! = fr!1, 
从 而 fn) = Aar-!+ BP"! 为 方程 (1) 的 解 。 


-ob -0-0 

由 初始 条 件 f (1) = 2 f(2) = 去 二 求 出 
_ 02(a~- Bb) | _ bP~a) 

请 (CD)E (a- Bb) 


Qn+l ~ pe 


因此 ， jn) = a-p8 
注 ， 在 很 特殊 的 情况 下 ， 特 征 方程 


= Og- 1+ 02g* -2 +» + Ox 
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恰好 有 & 重 根 ， 即 (ga)*=6. 
出 9=92= = gx=0, 
这 时 ， 不 难 验证 ， 
f1(n) =0"!, fa(n) = (1 1)a"! 
(CT 
fm = [Bo+ Bn—1) + 和 +BkiC 一 TD 
也 为 它 的 解 。 若 当初 始 条 件 1(1)，/(2)，…,7CR) 给 定时 ， 
则 可 由 一 般 解 确定 B.，B1，P。，…，Bx-i, 得 到 它 的 唯一 解 、 
例 10 求 自然 数列 前 x 项 的 平方 和 : 
fn) = 12+ 22+ 32+ r+。 
解 ， 由 题 意 易 得 函数 方程 
1 (n+ 1)=f(n) + (n+1)2, 
这 是 递 推 公式 形式 。 由 此 变形 为 递归 公式 
fn+d)=4f0n+3)- 6f(n+2)+4/ (n+1)~ /fn). 
其 对 应 的 特征 方程 为 
gi—4g9+6g9~4g+1=0 
即 (gqg~-1)=0。 
因此 ，9g1= qzs=9s3=44=1。 
故 知 o2+ 如 的 最 小 可 能 值 是 ,此 时 ,@= 土 2,p = 土 全， 从 


而 易 知 a = 二 各 ， b= -3 


三 、 关 于 高 斯 函数 的 试题 


例 1 (75 年 美国 纽约 竞赛 题 ) 
设 5x] 表 示 使 *<x 的 最 大 整数 m， 又 设 
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-123 
Ve 
如 果 0 二 x 过 90， 那 么 f(x) 的 值 域 含 p 个 元 素 ， 求 R。 


La 六 和 记 
解 ， 因 为 当 0<x<12-5 时 ， 人 0, 


则 f(x) = : 
12> 


当 12<%<90 时 ， 即 当 12 二 kh<x<12， (k+ 1) 


上 


-123 
=0,， 即 f(x) = 0。 
入 


J 
123 


(= 1,2，…,7) 时 ,有 hk 之 一 之 R+ i, 且 一 1 < 0 ， 
12—- 


f (x) = 


一 121 
x | 2 
1 X% 
12- 


=k(—1)=—k,， 妈 f(x)= —h. 
即 f(x) 的 值 域 中 含有 8 个 元 素 ，0，- 1，-2, ~3, 一 4， 


一 5， 一 Gy 一 7。 
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例 2 (第 36 届 美国 中 学 数学 竞赛 ) 
”” 设 [x] 表示 小 于 或 等 于 x 的 最 大 叉 数 ， 则 方程 4x? ~ 40[xD 
+ 51 = 0 的 实数 解 的 个 数 是 : 

(A)0; (B)1l; (C)2; (D)3; (E)4. 

解 ， 因为 x~ 1 过 Lx] 二 x， 所 以 由 原 方程 得 


4xX - 40x% + 510 (1) 
Ax*—~ A0(X—1)+51>0 (2) 
解 ( 了 得 < x 过 区 ， 


解 (2 得 x > 好 和 x< 了 。 


2 7 13 - 17 
一 < 安 了 了。 二。 
因此 有 3 X<C pp 3 YX 5 


人 4X%+51 ,AX+11 
由 原 方程 得 [5x] Da 


因 [Cx] 为 整数 ， 所 以 -< 宙 直 也 应 为 整数 。 而 据 4 的 取 什 


范围 ， 有 -地 和 - 二 好 < < 其 间 只 有 


1，5，6，7 四 个 整数 ， 故 原 方程 有 四 个 实 根 ， 因 而 应 选 答案 
(E). 
例 5 (第 10 届 美国 数学 竞赛 题 ) 
对 自然 数 z 和 一 切实 数 x*， 求 证 ， 
C2 C2 ER 
2 


Lnx > 
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证 明 ， 用 数学 归纳 法 。 
20 Co 
设 人 1 My 2 TO 


(1》 当 n= 1 时 ， Cw) = Co， An= LA = C2). 原 不 等 式 


成 立 。 
(2) 假设 当 &< 时 ， 原 不 等 式 成 立 ， 即 已 证 4 入 5x]， 
A,<L2X)],.…, An-i<[L(n— )xj]。 


由 于 4 ~ A = aa， 所 以 nAy 一 nAn-; = [nxj， 计 n 


跑 遍 {1，2，…， 雪 得 下 列 ? 个 等 式 ， 

nM, — nAn-i= Cnx), 

(n—1)An-i—(n~1)An-s={(n— 1)x), 

2A;- 24,= [2x), 

Al= [x). 

两 边 分 别 相 加 ， 得 

nAn— (Ait Ast + An-i) = [XI+ C2XI+ + [ (~ 
1)x) + Cnx). 

nAn= [XI + C2XI+ + EN IXI + Cnxj+ An-it An-g 
+ + Ast+A, 

由 归纳 假设 知 

nAn<CXI + C2XI + + Cn XI+ Cnxl+ CC(n— 1)x) 
+ Cn~2)%)+ + C2xI+ CxI= (CXI+ Cn— 1)x))+ (CL2X) 
+ Li— 2)X)]) + + (Cn— 1)X]+ [XI+ Cnx) 

根据 前 面 所 讲 性 质 [x:] + [x2] 志 [x+ xsj) 有 
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nA,<LnxI + Cnxl+ + nx + Cnx] = nCnx), 

故 An<[Cnx), 

注 ， 本 例 ， 在 其 竞赛 委员 会 看 来 ， 它 是 1981 年 美国 数学 
竞赛 试题 中 最 难 的 一 题 。 公 布 的 标准 答案 十 分 烦琐 ， 但 上 述 
解法 十 分 简捷 . 

例 4 (第 4 届 美 国教 学 竞赛 题 ) 

证 明 C5x) + [5y]>[3x+ yj]+[3y+x], 

其 中 x、y 宇 0， 征 [表示 小 于 或 等 于 n 的 最 大 整数 (例如 
[V2)= 1), 


证 明 ， 令 x= x+xo 呈 y= yi+ yo， 其 中 Xx;:、 久 1 是非 负 整 
数 且 0 过 xo, yo 二 1， 于 是 原 不 等 式 变 为 

Xi 十 yd 人 5Xxo]+[5y0 之 [3Xo+ y0] + 3Y0+ Xo 

显然 ， 只 要 证 明 0<xo，yo<1， 

[5xo1+[5yo] 关 [3xo+ yp 二 [3yn 十 Xo]。 (A) 

RR 55xo3-〔C3xn+ yol>L3y + x0 ~ C5 (B) 

事实 上 ，(1) 若 3yo+ xo 且 5yo， 即 Xo 生 2yo， 容 易 验证 式 
成 立 ， 

(2) 若 3yo+ x%o >5yo， 即 xo>> 2yo， 设 5xo= at+b, 
530=c+d， 其 中 co，c 是 整数 且 0 和 8，d<1， 则 由 (A) 式 得 


0 


a+c+[Lh + Ld 


即 车 e+ o> [tet tad], [82 二 e+3 Gy 


成 立 , 则 (A)- 一 定 成 立 。 事 实 上 ， 
因为 2yo<xo<1， 所 以 2c 和 a 委 4。 
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又 3b+d<4, 3d+0<4, 

因此 ， 对 于 下 列 情形 

a 44433221 

oc 21010100 

易于 验证 它们 都 适合 (C) 式 ， 从 而 (A) 式 成 立 。 
例 5 (第 37 届 美国 中 学 数学 竞赛 题 ) 

车 [J 表示 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ， 则 


5 ClogsN] = (A)8192, (B)8204,(C)9218,(D)Clog, 


Nae} 


(1024!)]，( 呈 ) 不 同 于 (A) 一 (D) 的 答案 。 


解 ， 因为 
0 对 于 N= 1 
1 对 于 2 和 NMN<2: 
2 对 于 22<N< 23 
ClogaN)=, Pp 
9 对 于 25< NMN<22 
10 ”对 于 20= 
1024 
所 以 < 


[logeN)=0+1(22 ~ 2)+ 2(23 ~ 22)+ 3(24— 23) 
+ "+ 8C29— 28) + 9 (210— 29) + 10= 9x210~ (294+ 28+27+ 
"22+2)+10=9x20— (210— 2)+10= 8 X210+12= 8204. 
因此 ， 应 选 答案 (8B)， 
另 解 ， 由 于 连续 整数 27，27+1，22+2，…，27"+22 一 1 
= 2711 一 1 共 2”* 个 数 ， 它们 的 2 底 对 数 的 整数 部 分 都 是 m。 因而 
所 求 和 数 ? 是 
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1024 9 2°-1 
S= ClogsN) = 、 flogs(22+ 天)] + Cloge2!0) 
2 2 


Nel Re K*0 
二 过 < “27+10。 
即 =1.2+2.22+3.23+… 二 9*28+10， 
2S=1.22+2.23+3.24+…+9.2!0+20。 
相 减 得 9= 10 一 2 一 22 一 23 一 … 一 28 二 9*210 
= 10 一 2(28 一 1)+9*210 
=8.210+12= 8204. 
因此 应 选 答案 (了 ) 
例 6 (第 37 届 美国 中 学 数学 竞赛 题 ) 
小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 与 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 的 和 
是 5， 则 x 的 解 集 是 ， 


CA) 人 (B){fxl2<x<3} (C){xl2<x<3} 


(D){x12|<x<3}; (E){xi2<x<3}. 

解 ， 设 [x] 表示 小 于 或 等 于 * 的 最 大 整数 ， 

则 x-1<(x)<x | 中 
又 设 (x) 表 示 大 于 或 等 于 x 的 最 小 整数 ， 
则 x 二 (XxX)<x+!1 

已 知 (xXx) + (x)=5 

D+@, 2x~ 1<LX) + (X)<2x+1 
由 @; 2*-1<5<2x+1 

解 得 2<x<3 则 选 答案 (E)。 
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四 、 关 于 函数 方程 的 试题 
例 1 (第 17 届 国际 数学 竞赛 题 ) 
一 个 数列 {un} 定 义 为 ， 


20 2, = 3， Unti= Un(Usm ~ 2) ~ Hn= 1 2…)。 


证 明 , 对 正 整 狼 4， 有 (Cun =2 
(这 里 Cx) 表示 小 于 或 等 于 x 的 最 大 整数 ) 
证 明 ， 先 观察 这 个 数列 的 前 几 项 


tom 2= 20+2-0, ui=2 


7 


再 猜想 Hn 2 (2) + 2™1(%) 
其 中 /是 某 个 特定 函数 。 
将 上 式 代入 {an} 定 义 中 的 递 推 式 ， 得 到 
YD mt (2 + 2 7m) (2 mn 42- nt) + 2 


~ 2) ~— 2 ~ 2-1 m 2! Mt -2 n) ~ nl) 4 2 (1) -2 (0-1)) 
42- m+ nl) ~ 21 ~ 971 (A) 
解 函数 方程 f(n+ 1)=f(n) +2f(n-1) 生 f(0) = 0， 
f(D = 1 


显然 有 f (n+2)= fnt1)+2f00) Hf(0)=0, f(1)=1。 
应 用 前 面 所 讲 的 递归 法 ， 有 其 特征 方程 
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92-g-2=0. 解 得 ai=2，qs= -1， 
于 是 Fo) =a(2)2-1+8(0- 1 


已 知 A(0)=0. /(1)=1， 则 得 o= 卫 ,= 二。 


凤 此 f= 二 (2*~《 一 1D") 即 为 函数 方程 的 解 ， 再 将 


它 代 入 (A) 中 验证 ， 易 知 它 确实 满足 (A)。 
Ri 


符合 {4w} 的 定义 ， 
由 于 对 正 整 数 n， 


2 人) 


fn) = 部 (2"-(- 1)7) 
总 是 正 整 数 ， 所 以 2- 是 一 个 真 分 数 ， 因 此 


1 
CE 
Cun] = 23 D2), 


例 2 79 年 美国 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 
对 于 每 一 对 实数 x，y， 国 数 Fx) 满 足 函 数 方程 
f(X+y) = fxX)+AFCOy)+TXYy+1， 
且 若 1(1) = 1， 那 么 满足 F(z) = azs1l) 的 整数 数目 个 数 为 
(4)0，(B)1，(C)2，( 疡 )3，( 玖 ) 无 穷 多 。 


注 ， 本 例 的 一 般 解 法 是 先 求 出 1(x)， 再 利 用 jz) = 2 定 


出 ?的 个 数 。 但 由 于 它 较 为 特殊 ， 故 可 得 如 下 解法 。 
解 ， 因 为 f(xX+y)=f(x)+f(y)+xy+1 
令 xX=n，y=1， 上 式 变 为 
fnt+1)= fm) +f 1) +nt1= /fn)+n+2, 
则 有 fC(2)=f(1)+1+2 
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(xX.yER) 


f(3)=f(2)+2+2 
f(4)=f1(3)+3+2 
Fr) = fn1~1)+(n-1)+2. 
于 是 有 f(2)=f 了 0) + C+2+3+.+(n-1))+2(n~ 1) 
多 有 一 了) 


即 2) = 2 + 2n~—1 CEAW) 


再 令 f(n) =n、 则 有 2 1=n, 


解 得 n=1，n= -2。 因 而 应 选 答案 (C)。 
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第 六 讲 
数学 竞赛 中 不 等 式 的 证 明 


不 等 式 的 证 明 ， 没 有 固定 的 程序 可 循 ， 技 巧 多 样 ， 方 法 

灵活 ， 难 度 较 高 ， 作 为 竞赛 题 型 比较 合适 ， 所 以 历年 来 国内 
外 的 各 种 数学 竞赛 中 广泛 出 现 不 等 式 的 证 明 问 题 。 这里， 我 
们 通过 一 些 比较 典型 的 竞赛 试题 的 解答 ， 提 出 一 套 证 题 方法 
与 常用 技巧 ， 以 便 打 下 良好 的 基础 ， 进 而 顺利 解决 有 关 问 
题 。 


一 、 比 较 法 
用 比较 法 证 明 不 等 式 的 基本 思想 是 :通过 证 明 4 - B8>0， 
证 明 .4> 8 成 立 ， 或 当 B>0 时 ， 若 分 >1， 出 4> 8 成 立 .其 


步 又 是 ， 求 盖 ( 求 商 ) 一 一 变形 一 一 判断 。 关 键 在 于 变形 ， 常 
见 的 方法 有 ， 通 分 、 因 式 分 解 、 配 方 等 。 

例 1 《第 18 届 全 苏 中 学 生 数学 奥林匹克 试题 ) 

求证 ， 对 任何 非 负数 c 和 b， 不 等 式 


+ b)2+ I(atb)>avV 6 +0WG 成 立 


证 明 ， 因为 (a+6)*+ 计 (0+6)~ (ov bb +b a) 
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= 去 (a+bD(G+b+ 二 -Var+w) 


1 


Valat+b+t 0 Vabl(v a+v obo) 


= Vb(a+tb ty-V a-vVD) 

= /ab a 2 ll 2 
Va 5 Th ]=0, 

所 以 ， 于 (afb24 T(t) B+ a 


例 2 83 年 瑞士 中 学 生 数学 奥林匹克 试题 

设 4，b，c 为 正 数 ， 试 证 ， 

abc>(b+rce~a)(c+a-b)(a+b-oe)., (1) 

分 析 ， 若 a2b+c， 则 (1) 式 右 端 0， 左 端 之 0, 因而 (1) 
式 显 然 成 立 。 于 是 ,我 们 在 6<b+c 且 z0 关 c>0 的 假设 下 证 
明之 。 
证 法 一 因为 2{abce~[Cbt+c)-aljcCct+a)~b)t(a+0) -eo))} 
= (gag~ bgtb-ce)+ (be)2b+o—-a)+(c~a)(c+a-b) 
人 0. 

所 以 ，ape- (b+c-a)(c+a-b)(a+b-ce)>0, 

于 是 , abc 之 (b+c~a)(cta-b)(a+b-c)。 

证 法 二 abc-(b+c-~a)(c+a-b)(a+b~ce) 


(a+pD-c)+(c+a-p) (b+e~a)+(a+b-c) 
= 2 $s “ ee 
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(at+c~b)+(b+e- a) 
2 


~(btrce-a)(c+a~b)(a+b-ce) 
wato-ce+tra-b) VO+roe-a)(a+6 -ce) 

ew latc- bb+r—-a) 

~ (bt+o-a)(c+a~b)(a+b -ce) 
=(a+b-o(Cta~-bb to-a)~ b+e~-acta-b) 


。(aG+b—c)=0, 

即 abce-(b+c~-qa)(c+ta~-b)(at+b-c)>0, 
则 abc 宇 (b+c-a)(cta~b)(atb -ce), 

例 3 (第 6 届 国 际 竞赛 题 ) 

a、6b5、c 表 示 某 一 三 角形 边 长 ， 证 明 
a2b+oc~a)+bc+tu-b)+co(atb—ce)<3abe. 


a2(b+e~-a)+bhb(c+a-b)+c(a+b—c) 


证 明 ， 因为 3abc 


(二 + 2 pe (3 + -起 )+$(3 * i 


1 (b+ or~ 0 0 十 0C2 一 02 a2+b2—c? 
= -= ( 一 一 于 + 一 一 一 一 一 十 
3\ be GCC ab ) 


= 号 (eos4 +cosB+ cosC ) 扫 1， 


所 以 ,az(D +c~a)+bi(c+a-b)+ci(a+b -ce) 3abc. 
例 4 (第 3 员 美 国 数学 奥林匹克 试题 ) 
车 4，4b，c 都 是 正 数 ， 证 明 


abe° > (abc) 
:之 . 
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证 明 ， 由 于 不 等 式 关 于 a， 0， c 的 对 称 性 ， 不 妨 设 4 之 6 
安 c 之 0， 则 


和 (人 


ut+b+oc 


因而 ac 之 (aac) 35 。 


二 、 综 合法 

所 谓 综合 法 ， 就 是 由 已 知 条 件 或 已 被 证 明 的 基本 不 等 式 
出 发 ， 运 用 不 等 式 的 性 质 ， 推 导出 所 要 证 明 的 结论 ， 是 一 种 
由 因 导 果 的 方法 ， 

(一 ) 熟悉 常用 的 基本 不 等 式 是 熟练 地 运用 综合 法 的 基 
础 。 

例如 ，(1) 92 宇 0,(a- 5b)? 汪 0 (a、b 是 实数 )， 

(2) + 二 2ab (a、b 是 实数 )， 

之 2 (4a、b 同 号 ); 


b a 


(4) ?>v 古 (a>0, 6>0); 


(5) B+b+0s3abe (a>0,6>0, ce>0), 


a+b+c 
3 


(6) >3/abe (a>0, 6>0, c>0)。 


以 上 各 式 当 且 仅 当 各 数 相等 时 ， 取 等 号 。 
例 5 “78 年 广东 省 竞赛 题 ) 
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设 c、6、c 都 是 正 数 ， 且 c++c= 1l， 证 明 ， 


由 
ot + 二 9。 


证 明 ， 因 为 4+b+c=1， 


、1 1 1 ao+b+co ,atbtoe 
a i 


b 
Lt+b+e 
C 


本 


3+2+2+2=9, 


另 证 , 因为 2+0+5 > abo， 


1 
| 之 3 。 
所 以 5778 3 
1 1 I 
-一 -十 一 一 十 
a 0 c、3/1 1 1 
之 站 . = 之 3， 
又 由 3 b c wapc 和 


则 二 + 二 + 地 之 9 


例 6 79 年 陕西 省 竞赛 题 ) 

已 知 a、b、c、d 为 四 个 正 数 ， 且 abed = 1。 

求证 , 2+62+c2+d2+ab+ac+ad+be+bd+cd 的 最 
小 值 为 10。 
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证 明 ， 因 为 62+ 82+c2+ad2+aop+ac+ad+pb+pd+cod 
=(a~b)2+(c—-d)2+3ab+ac+ad+bct+bd+3cd 
>3ab+ac+ad+ bc+bd+ 3cd 
=3(ab+cd)+ (ac+ bd) + Cad + bc) 


= 3 (ab+ 二 )+ (ac+t 士 )+ (od+ 国 ) 
23x2+2+2=10。 
所 以 ， 应 证 结论 成 立 。 
例 7 (85 年 奥 一 波 数学 
竞赛 题 ) 
证 明 ， 对 于 任何 面积 为 1 人 
的 凸 四 边 形 ， 它 的 所 有 边 长 和 (图 6 一 1) 
对 角 绥 的 长 度 总 和 宇 4 +w 8。 


证 明 ， 如 图 6 一 1。 
要 证 ， AB+ BC+CD+DA+ AC+ BD>4+wVB. 


事实 上 ，1 -于 (40. BO+BO.CO+CO 。 DO 
+ DDO. AO)sina 
< 于 (40+CO)(BO+DO) 


AC+BD ) ， 


-1 . 过 并 
3AC BD<3( 3 


则 知 4C+BD>vT。 
又 由 2 = 言 人 AB. BCsin/ ABC + BC .CDsin/ BCD 
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+(CDD4sinAZCD4+DD4d ABsin/ 1 AB) 


<F(AB BC+BC.CD+CD:. DA+ DA: AB) 
= 3(AB+CD) (BC+DA) 


1 CAB+CD)+ BC+ D4))] 
Dy 2 

知 AB+BC+CD+DA>vVI16=4. 

综 上 得 知 原 命题 为 真 。 


(二 ) 几 个 不 等 式 相 加 或 相 来 是 综合 法 中 常用 的 手法 。 
例 8 57 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
若 44 为 锐角 ， 求 证 


secAt+ sec 系 十 Secs + 十 secA tesed 


+ Ee 二 ee 2 esc 
2 3 因 


>sec Acst Ar+ sec se + SeC Sese to 


4 
+ SEC—c¢ 六 党: 
8 


1 1 
证 明 ， 因 sec4+ csc4 = ep 


过 sinA + cosA 
sinAcosA ’ 
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又 因 (sin A+cos A)?=1+sin2A>1, 
所 以 sinA+cosA>1, 


sinA+cosA 1 


secA+cscA=—. i 
sinAcosA sinAcosA’ 


则 secAtcscA>secAcscA, 


同 理 ， se 十 cse 信 > seoA esc 4 


SecC 十 CSC 


> Sec 


cs 多 


A A A cl 
3 3 3 


oneees 


A A. 4 


A 
Sec + csc > Sec csc 


A A. A 
《因为 地 ， Br 地 均 为 锐角 ) 


将 上 述 不 等 式 两 边 各 自 相 加 ， 即 得 求证 之 不 等 式 。 

例 9 (62 年 成 都 市 竞赛 题 ) 

设 A4、B、C 是 锐角 三 角形 的 三 内 角 ， 证 明 ， 
sinA+sinB+sinCS>cos A+cosB+cosC>1 


证 明 ; 因 C< 地 , 则 4+8=z-C>F， 即 4> -8。 
ti 到 ni i 
又 因 4<< 了 < 本， 故 0< 了 -< 4<。 


因此 ， sin A>sin(3-- B ) = cosB, 
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即 sin A>cosB. 
同 理 ，sin 妃 >>cosC， 
sinC>cos4。 
于 是 sin4+sin 刀 +sisC>cos4 +cos 甩 +cosC， 
又 由 cosA+cosB+cosC=cosA+cosB+cos[tx 


—-(A+B)) 
=2c0s AtEe A 2cos: +21+ 1 
=2c0s A+B (cos A cos A+E)+ 1 


= 2c0s < ~ 2sin 人 sin( 一 己 )] +1 


=4 sin 揽 sinBsing 二 1>1。 


综 上 得 知 所 证 命题 成 立 。 

例 10 〈79 年 天 津 市 竞赛 题 ) 

设 定义 域 为 一 切实 数 的 函数 1(x) 满 足下 列 条 件 ，(1) 对 
于 任意 实数 x， 均 有 (xx) 之 2 (2)〉 对 于 任意 实数 Xx1，xs 均 有 
fx + xa)<f(x) + (x2)。 试 证 ， 对 于 任意 实数 X1，x2 均 有 

lg[Lf (x + x2)I SlgCf (xX)) + lgCf (x9)), 

证 法 一 “对 于 任意 实数 x,、xa， 由 题 设 (1) 有 /xu 之 2， 
f(xs) 之 2， 于 是 有 

f(xX)f xa)>2f x20), KX)f (Ks)>2f(%1). 

将 此 二 式 相 加 有 f(x1) + f(xz) 志 f(x1)f (x2)， 

再 由 题 设 (2) 得 f(x; + X92) 夺 f(x1)f (xs)， 


19F 


最 后 由 题 设 (1) 知 区 CF(x + xs 二 1gCFGxD)7Cxa) 
= lgLf (x)] +LIgECFCxs)]。 
证 法 二 由 题 设 (1) 有 


i i 1 1 
Ee = 
flx) ~2° f(xs) ~ 2 


1 1 1 1 
则 Fy To + 


f(%) + f(x2) | 
则 pp) 1， 故人 (%) + fx) Sf (xs) 


以 下 园 证 法 一 ( 咯 )。 
例 11 (78 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
若 o>>0>>c>0， 求 证 ， 


a22b20026 >> ab +ebe +404 +b。 


证 明 ， 因 为 >1,，a~68>0， 所 以 


Qa~b a-b 
器 -的 ”> 
则 qsb? >atbe, 
同 理 ，a*c°>>asc*， 

bre° > be®, 
将 上 述 不 等 式 两 边 相 屠 ， 则 得 
G2az0200 gc > +obe+ apa+b 
(三 ) 条 件 不 等 式 的 证 明 在 于 恰当 地 运用 条 件 。 
例 12 《〈 第 21 届 全 苏 数 学 奥林匹克 试题 ) 
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正 数 0，6，c，4，B，C 满 足 条 件 
a+ A=b+B=c+C=K, 
求证 ; B+bC+cA<K, 
证 明 ， 由 题 设 有 
Ks3=(a+ A)(b+B)(c+C) 
=~abc+ ABC+aB(ec+C)+bC(a+ A)+cA(L+B) 
=abc+ ABC + K(aB+bC+ceA), 
又 由 abc + 4BC>0， 则 
K(aB+rbC+ceA)<KS, 
即 有 aB+bC+cA<K. 
例 13 (第 三 届 全 国 数学 冬令 营 选 拔 赛 试题 ) 
设 三 个 正 实数 4a，b，c 满 足 
(a + b2+c2)2>2(at+ b+c4), 
求证 ，4，b，c 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 。 
证 明 ， 不 妨 设 0 之 06 宇 c>>0， 则 由 题 设 得 
2(at + 04+c4) 一 (02+D2+0c2)2<<0。 
经 化 简 分 解 因 式 得 | 
(atb+rce)(a-b+e)(a+b-ce)(a-b-ce)<0. 
再 由 所 设 知 2+b+c>0,a- b+c>0, +6-c>0，, 
则 a--b-c<0， 即 6 过 b+c。 又 有 b<atc, c<at+b。 
因此 ，4，6，c 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 、 
(四 ) 善于 “ 反 向 "使 用 基本 不 等 式 。 
例 14 《〈78 年 天 津 市 竞赛 题 ) 
设 c6，0，o 为 任意 三 角形 三 边 长 ， 
T=a+p+c， S=ab+bc+ac, 
证 明 ，3S 志 1f2<45.， 
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证 明 ，(1) 因为 2ab<a2+b，2bc<b?+e2, 
即 史 +bce+caos<a2+pb2+c= (0+b+c)2~2(ab tbe 


+c0), 
则 有 3(ab+bectca)<(at+ 6b +c)?, 
即 3S<E, 


(2) 由 题 设 易 得 ”a2+ 6?+c2:<2S， 即 有 I2<4S，。 


例 15 〈56 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
设 入 4BC 为 任意 三 角形 ， 求 证 ， 


:二 C 


tg2 分 二 志 +tg: 二 之 1。 
B.C C ，4 
tg2. tg——tg~ gO = 
证 明 ， 因为 te 抒 +tgstsy +tgtgs = 1, 
所 以 只 须 证 明 
A BI gC GA A B 
te 如 tg 二 - <tg2 2 
C 
2 
+tg 了。 


4 也 A B 
tg tg— <tg? -一 十 tg2 一 
事实 上 2 te 全 te 全 <t2 人 十 凶 也， 


B,C 2 oC 
2tgstgs <te + 
Ct g4 C 4 
t -<<tgz tg2 二 。 
2tg3 te <te sg +te’3 
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将 上 述 三 式 相 加 ， 则 知 所 证 不 等 式 成 立 。 

例 16 (78 年 陕西 省 竞赛 题 ) 

设 o 二 0， b>0Ha*b, 在 a， 1 之 间 揪 入 ?个 数 xi 2 
xn， 使 6，xX1，%a，…，x%n，8 成 等 比 数列 。 


求证 ， Wo 


证 明 ， 因 a>>0,，b 生 0Ha*b， 有 Vb<e+b, 所 以 ， 只 


须 证 明 /Kl Kg Xn = wob. 


事实 上 ， 设 公 比 为 g， 则 zx) = ag， Xs = Gg2, ***, Xn = 0g", 
b= agn+!, 于 是 
Xi “Xs* “eXn = Qngli+2+3+"+n 一 arg 
Si 8 十 1 
因此 ， 以 Xi aeeX 一 00 ? 
= Vg! = ab. 


即 LVMX。 Xo ® »% 0 Xn= vab,。 


n(nt+1) 
$ 


三 、 分 析 法 


所 谓 分 析 法 ， 就 是 先 假设 结论 成 立 , 由 此 出 发 ,利用 不 等 
式 的 性 质 ， 推 出 已 知 条 件 或 绝对 不 等 式 ,然后 再 倒 推 回去 ,得 
出 结论 ， 即 是 一 种 《由 果 索 因 ” 的 方法 。 值 得 一 提 的 是 ， 使 用 
这 种 方法 时 ， 要 特别 注意 每 步 推理 的 可 道 性 ， 牢 固 掌 握 分 析 
法 的 特点 . 

例 17 (63 年 成 都 市 竞赛 题 ) 

设 4 与 6 都 是 正 数 。 
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试 证 ，v 互 必 在 二 数 ! 与 4+ 32 之 间 。 


a+t+b 


证 明 ，( 1 ) 假 车 VE<F， 即 2 b2<a?。 (A) 


要 证 , 仁和 <V， 


事实 上 ， 假 设 9+ 3 < 下 成 立 , 刚 转 o，5 都 是 正 数 可 


得 a+ 22 < 2 (e+b)， 于 是 
(a+ 20)2<<2(a+D)2， 即 202<<a2。 


由 (4)， 即 知 叶 EE 成 立 。 


(2) 如 果 w > 地， 即 2 62>a? (B) 


要 证 ， 39>. 


事实 上 ， 假 设 * 汪 人 >>V 区 成 立 ， 则 由 se，6 都 是 正 数 可 
得 a+ 20>w2(ao+b)， 于 是 
(G+ 260)?>2(a + 8)?， 即 2b?>>@， 


生 3 a+ 20 . 
由 (B) 便 知 >v?, 所 以 二 <wW2 < 于- a 


综 上 所 述 ， 便 证 明了 本 题 。 
例 18 〈 第 12 届 国际 竞赛 题 
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给 定 自然 数 a， 6, n， 且 a 这 1， >1, 5>1, 4a-; 和 44， 
是 a 进 制 数 系 中 的 数 ， Bn- ;和 和 Bn 是 6 进 制 数 系 中 的 数 。An-i 
Awn，Bs_,，B 旦 如 下 形式 ， 


An-! = Xn-iXn-g*Xos An= XnXn- 1 Xo 


( 按 o 进 制 写 出 ) 
Bn-1 = Xi%n-a "Xo Bn = XnXn 1X 
( 按 b 进 制 写 出 )。 

其 中 xzr 关 0，xn 硅 0 

证 明 : 当 G>> p 时 ， 有 当 人 ee 


证 明 ， 由 题 设 有 A, = xna”! + Xp-02-2 十 oer + Xo 
An 1 = Xn 0 + Xn a3 + 0 + Xo0s 
则 An = XzzQm 十 Lp-ie 


同 理 ，Bn= xnb” ;+ Bi 
假设 所 证 不 等 式 人 < 人 :成 立 ， 


则 有 A4nBn. - An-1Bn>0, 

即 {Xn t+ A, Bn 1 {xnb™-i+ Br.1) An. >0, 

于 是 xzr(o 1 一 加 4， >>0。 

由 xn>>0 知 co 1Bn 一 07 4 人 >0， 

即 OH Kn" 2 Knobrs + + Xo) 

~ OTIC E+ Ano + + Xo) >0 

则 xn-i(on -1pn-2 一 Cr2pn-1) + wna( Anibn-3 ~ an-3, 
Bl) + et Xo a1 — bn-!1)>0 {*) 

由 条 件 4>6 有 (Qn-2 一 gn-2bn-1)>>0, Can-1bnt 一 on- 
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bn-1)>0, oo (on-1 ~ b"-1)>0, 

Xa)>0, Xn-2>0，'*，Xo 之 0。 

则 不 等 式 ! k ;显然 成 立 。 由 此 倒 推 回去 ， 每 步 可 逆 ， 因 
此 所 证 不 等 式 成 立 。 

例 19 “第 3 必 国 际 竞赛 题 ) 

已 知 2:，b，c 是 三 角形 的 三 边 长 ，S 是 面积 ， 证 明 ，a2+ 
02+ c2P4w3 S。 并 求 等 号 成 立 的 条 件 。 

证 明 ， 假 设 C 是 c 边 所 对 的 角 ， 且 所 证 不 等 式 %?+ b?+0? 
之 4vV 35 成立。 

则 a2+02+02~ 4 3S>0。 


于 是 到 + 好 + 吧 + 基 ~ 2abcosC ~ 2 3absinC>0, 

因此 2Ca2 + 62- 2absin(C + 30°))>0 

故 a2+b 之 2absin(C + 30°) 

由 于 ez + 如 守 24ab 之 24bsin(C + 30")， 且 每 步 可 逆 ， 因 而 
倒 推 加 去， 可 知 原 不 等 式 成 立 。 

显然 ， 当 且 仅 当 4 = 6=c 时 成 立 等 号 。 


四 、 反 证 法 


首先 假设 结论 不 成 立 ， 由 此 通过 合理 的 逻辑 推理 而 导出 
矛盾 ， 从 而 说 明 假 设 不 对 ， 因 此 应 当 肯 定 结论 。、 

例 20 79 年 贵州 省 竞赛 题 ) 

设 1(x) = x?+ax+ bb， 求证，|CD 1、1fC2))、y4C8)1 


之 中 ， 至 少 有 一 个 不 小 于 二 
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证 明 ， 假 设 结论 不 对 ， 则 有 17(D1< 十 ，17C2)1< 守 ， 
If(3)1< 寺 ,于 是 


HGD1+2H(201+ 17(3)1 < 并 +3. 二 + 去 = 2。( 半 ) 


但 由 f(x) = x?+ax+b、 可 得 
f(1)=1+a+b 
f(2)=4+20+b 
f(3)=9+3a+b 
则 f(2)~-f(1)=3+a 
f(3)~f(2)=5+a 
故 f(1)~-2f(2)+f(3)=2 
因此 f(D|+21f(2) + 13) 12>f(1) -2f(2) + f(3) 
= 2。 
这 与 (# ) 式 矛盾 ， 所 以 假设 不 对 ， 故 原 结 论 成 立 。 


例 21 〈78 年 安徽 省 竞赛 题 ) 

有 两 个 同心 圆 盘 ， 各 分 成 ”个 相等 的 小 格 ， 外 盘 固定 ， 
内 盘 可 以 转动 (如 图 6-2 )。 
内 外 两 盘 小 格 上 分 别 填 有 实 
数 : 

Qs 02， 03，“…》 Gn, 站 
bs, b,, bns 且 满 足 条 件 

0t+dtds+…+dn<0， 

b+bst bat + bn<0. 

证 明 ， 可 将 内 盘 转 动 到 一 个 适当 位 置 ， 使 两 个 盘 的 小 格 
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对 齐 ， 这 时 ， 两 个 盘 * 个 对 应 小 格 内 数字 乘积 的 和 为 一 正 数 ， 
证 明 ， 假 设 结论 不 对 ， 即 有 
aibi +dzbo+…+Gniponi+danpo<<0， 
aibs + gobs + + Gn-ibn+ anbi 0, 
aibs + gasb4+ ** + an-ibi + anbs<0, 


aibn- + asbn+ + Gn-ibn-s t+ 0nbn-s<0, 
aibnt+ Gsbi + + Gn-ibn-s + anbn- <0。 

将 上 述 # 个 不 等 式 相 加 ， 有 

a(bitbat*e t+bn)+aD tot + pn) 二 十 Gan 六 
+tbo+…w+pbn)+ana(D+b+…+bo)< 和 0， 

和 (ol + Co 二 +Gn +Gn)(D +p++boi+bo)< 委 0。 

但 由 题 设 o + az+ …+ an<0， 和 +b+…+bn<0 有 

(gy+as+ :+ Qn) (b+ bst+ + bn)> 0 

与 前 面 所 得 结果 矛盾 ， 因 而 假设 不 对 ， 故 必 有 一 位 置 ， 
使 内 外 盘 对 应 小 格 内 数字 乘积 的 和 是 一 个 正 数 。 

例 22 (第 三 届 全 国 数学 冬令 营 选 拔 赛 试题 ) 

设 三 个 正 实数 4，58，c、 满 足 

(qz2 + b2+c)2>2(a 4 + cs), | 

求证 ，%，0，o 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 。 

证 明 ， 假设 结论 不 对 ， 则 

a+b>ec, b+c>a, c+ab 
三 者 中 有 至少 有 一 个 不 成 立 ， 不 妨 设 a+ b<c。 

因为 4:，48>>0， 所 以 有 6<c，a<c。 于 是 

a+b-c<0, a-bt+c=a+ (c~b)>a>0, 

ea-b-cs(a~b)—- (a+6)= 一 20<0。 
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由 此 可 得 (a+ bt+c)(a+b6~c)(a-bt+ce)(a~b-c)>0. 
{*) 
但 由 题 设 可 知 2(Cat+bt+c4) ~ (ga?2+ 02+02)2<<0， 
经 化 简 分 解 因 式 得 
(at+tb+tc)(a~-b+c)(a+b~-e)(a-b-c)<0 
这 与 (x* ) 式 矛盾 ， 由 此 得 知 2+ b>c,，b+c>a, ct+a>b 
必 同 时 成 立 ， 因 而 4，6，c， 应 为 某 三 角形 的 三 条 边 长 。 


五 、 判 别 式 法 

所 谓 判别 式 法 ， 就 是 借助 于 二 次 方程 的 判别 式 来 证 明 不 
等 式 的 方法 。 下 一 讲 中 ， 关 于 柯 西 不 等 式 的 证 法 之 一 ， 便 是 
判别 式 法 的 应 用 。 这里， 再 举 几 例 。 

例 25 〈57 年 北京 市 竞赛 题 ) 

假设 x，》y，z 都 是 实数 ， 又 知 它们 满足 


2 
X+Y+Z=0, XL+ YL+ 22= yy (a>0)。 


试 证 ，x，y，z 都 不 能 是 负数 ， 也 不 能 大 于 也 0， 
证 明 ， 由 题 设 有 


2 


%2 十 y+ 0- (x+ »] = 

2 
即 X%2+y2+ (X+ Y) 2~ 20(X+ y) ta 
接 y 的 短 次 芥 列 并 蛤 以 2， 有 有 
y+ (XK— a)y +(*-$)=0. 
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因 y 是 实数 ， 故 判别 式 大 于 或 等 于 0， 即 


(x%~ 0)2— 4(x~£) >0. 


亦 即 x(24 3x)>0。 从 而 0<x< 了 oa。 


同 理 可 得 0<y< $0, 0<z< 了 a. 


综 上 可 知 所 证 结论 成 立 。 
例 24 :第 三 届 全 国 数学 冬令 营 选 拔 赛 试题 ) 
设 1# 个 竺 实 数 a1,，2s，…，dan 满 足 不 等 式 
《@ + aat er ta) (nD)(utta + +0t) (1) 
(其 中 >>3)。 求 证 这 些 数 中 的 任何 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 
三 条 边 长 。 
证 明 ， 由 题 设 不 颖 式 (1) 有 
(ds 十 GE + 十 2 )2++2007 二 08 二 十 02_ 1)03 +a4 
> D(at+as+ +a +( 一 1)04， 
(4 一 2)04 一 2(007 十 0 十 十 G2 .02+ (Nn~1) (0 十 4 十 
tO 1)~ (QF +a8+ .+a ,)<0, (2) 
当 视 G3 为 变数 时 ，(2) 式 左 问 为 二 次 三 项 式 且 于 实数 43 
取 负 值 。 又 因 ”- 2 六 0， 故 有 
人 A=k4f(a?t+os+…+02 .)2 一 (8 一 2)(09 一 I) (at +att 
‘ta ) 二 (一 2 tos+ +a..)2}>0, 
整理 得 (af+ai+ + 1)2>(n-2) (gf 十 G 十 十 
43- 1)。 
由 些 递 推 可 得 
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(ot +a$+63)>2(01 +at +a4), 
再 由 例 22 知 cl，qs，49s 为 某 个 三 角形 的 三 边 长 。 从 而 由 
对 称 性 便 知 a，aa，…aa 中 的 任何 三 数 均 可 作为 某 个 三 角形 
的 三 边 之 长 。 


六 、 放 缩 法 


所 谓 放 缩 法 ， 就 是 舍 掉 一 些 正 ( 负 ) 项 而 使 不 等 式 的 各 项 
之 和 变 小 (大 )， 或 在 分 式 中 放大 或 缩小 分 式 的 分 子 与 分 母 而 
达到 证 明 不 等 式 的 目的 “ 放 缩 ? 二 字形 象 ， 便 于 记忆 与 应 用 ， 


例 25 (64 年 成 都 市 竞赛 题 ) 
设 * 是 大 于 1 的 正 整 数 ， 试 证 ， 


1 1 1 .pl 
pr + 三 1 


证 明 ， 因 为 要 证 不 筹 式 左边 的 项 数 是 妈 - (8- 1)， 即 吧 
-#+1， 所 以 除 第 一 项 外 还 有 到- "项 ， 


又 因 左 边 除 末 项 等 于 沁 外 ， 其 余 各 项 均 大 于 吉 。 现在， 
不 改变 第 一 项 ， 而 将 其 它 各 项 全 都 缩小 为 去， 即 得 ; 


了 + 了 + 1 ++ 二 > 寺 +(O2 们 。 工 
十 十 A 


例 26 《〈79 年 西安 市 竞赛 题 ) 
证 明 ， 对 于 一 切 自然 数 n， 都 有 


二 1 1 a 二 去) 
] tHt+at + -万 <2 (3 . 

明 rlel ~_ 1 1 1, -1 
证 胃 ， 1 22 33 0 = 22 2 2" 


例 27 (第 19 届 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 
给 定 严格 递增 无 穷 正 数列 0 G2 “**y 证 明 ， 存在 ( 自 
然 ) 数 瓜 o， 使 得 对 一 切 天 之 色 o， 有 不 等 式 


和 + + oo 十 Lg LK-1. 
02 Gs Qk+)} 


证 明 ， 因 为 c，c，…， 是 递增 正 数列 ， 所 以 不 等 式 堪 
边 各 项 都 小 于 1， 上 项 的 和 显然 小 于 。 现 在 要 证 它 还 小 于 
K-11, 只 人 须 证 


事实 上 ， 这 个 不 等 式 左边 是 
人 


2 一 0 一 4 + _ OR+1~ Ok. 
G2 Gs GE+1 
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这 里 各 项 也 是 小 于 1 的 正 数 。 我 们 试图 把 这 些 项 分 成 两 
部 分 ， 使 每 一 部 分 的 和 都 大 于 了 


(ea 
se BA sn) 


= {2 二 和 + 
be Qe Ca Gm 


+ [ Gm+ri— Om + Om+2 — Omt+) i CE+1 一 ex) 
Om+i Qm+2 OK+1 


>[2=2- +03 一 0 + ， +] 
{Um (Gm m 


an ~ dm Cmia—0 Gg+1~0 
字 (eu. mt Om+ti 十 oo ] 
Cg :+ 女 区 + CRK+i 


因为 数列 无 穷 递增 ， 所 以 可 找到 am>20; 和 ag。>20m， 


即 - 吕 -< 写 ，-2-< 广 于 是 ， 当 友 >> 人 Ko 时 ， 有 


[a 


(Ca 0 
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>(1- 十)+(1- 二 )= 寺 + 于 =1。 
因此 ， 所 证 不 等 式 成 立 。 


例 28 第 20 遇 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 
证 明 ， 对 于 任意 的 正 数 co，0s2， 0s，…，0n， 不 等 式 


1 2 3 
ss + 十 十 Sa 
a Gto G+G+d G1 + G2 + "On 


<4( 寺 + 二 + 十 +…+ 直 ) 成 立 。 


G2 03 


证 明 ， 设 6)，6s，…，bn 是 1,，4。，…*，Gn 按 不 减 顺序 
排列 成 的 数列 。 因 为 对 任意 的 (1<i<n)， 有 


1 ++ leltl+i...+l 
及 人 吓人 公认 下 


因此 ， 要 证 原 不 等 式 只 须 证 明 关于 b% 的 不 等 式 


2 | 
th+rb brbarb torbr .+b, 


<4 人 (让 和 +) 


估计 上 述 不 等 式 的 项 


2 2 ol 
页 十 页 三 天 六 
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对 任意 的 K， 2<K Tnt+ 1)， 有 


2K -1 < 2K 
Dit+bst .+ bog-s “br tbrris + bar-y 
2K 2 
TR “Oe 
2K < 2 
b+ bot .+ Dor bgs + br+2+ + Dor 
2K 2 
< oe . 
Kbg br 


pp 1 2 3 4 
由 此 得 地 + +Bibrb ! bibrbrb 


所 以 原 不 等 式 成 立 。 
注 ， 原 不 等 式 可 以 加 强 为 


SR 
G, CQ 十 Go Bi 十 02+Gs t+ + On 
<2 ( 工 + 寺 +……+ 寺 

GQ Gs Gn 


七 、 数 学 归纳 法 
含有 自然 数 % 的 不 等 式 ， 一 般 可 采用 数学 归纳 法 证 明 。 


在 推导 中 ， 仍 要 注意 “ 放 缩 ?技巧 。 


例 29 〈63 年 武汉 市 竞赛 题 ? 
证 明 |sin wx| 生 zlsinxl 《1 为 自然 数 ) 
证 明 ， 当 n= 1 时 ， 命 题 显然 成 立 ， 
假设 n= 天 时 命题 成 立 ， 即 |sia Kx|<K|sinx|。! 
则 当 n= K + 1 时 ， 就 有 
Jsin(K + 1)x}| = |sin(Kx+ x)| 
= |sinK xcosx+ cosK xsinx| 
<|sinKx||cosx| + |cosKxl||sinx| 
<K|sinx| + |sinx| = (K +1)|sinx|。 
即 这 时 命题 亦 成 立 。 
综 上 可 知 ， 命 题 为 真 。 


例 30 〈88 年 全 国 竞赛 题 ) 
已 知 0，b 为 正 实数 ， 且 二 + 十 =1。 试 证 ， 对 每 一 个 1E 


(G+0)"-ar— b>22n— 2n+1., 

证 明 ，(1) 当 w= 1 时 ， 左 边 =0= 右边， 命题 成 立 。 

(2) 假设 n= 天 时 ， 不 等 式 成 立 ， 即 有 
(G+b)E -ar~ bE>2E ~ 2K1i, 

那么 ， 当 "= 天 + 1 时 ， 

左边 = (a+Db)Rti 一 GEK+1 一 万 区 +1 
=(a+bC(a+rb)r -ar— br]+arb+abr, 
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因 or 到 = ， 故 ab= a+b,。 


又 (a+)( 寺 + 十)>4， 故 0b=a+b>4， 


GED +abr >2 arb ,ab >2.281!= 2K+2。 


则 ”左边 宇 4(22* 2811) + 2812 

= 22K+2 -- 2&+2= 右边 。 

由 (1) 及 (2)， 对 一 切 %nEN， 不 等 式 成 立 。 

例 31 ‘第 18 届 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 

沿 着 圆周 写 上 wx 宕 3 个 自然 数 ， 同 时 ， 跟 其 中 任 一 数 相 邻 
的 两 数 之 和 与 该 数 之 比值 也 是 自然 数 。 求 证 ， 所 有 这 样 的 比 
值 之 和 不 大 于 34。 

证 明 ，(1) 当 n= 3 时 ， 考 虑 两 种 情况 ， 

@ qr=as=4s， 这 时 Ss= 8<3.3。 

加 qa，as， ax 不 尽 相 同 ， 不 防 设 a， 是 最 大 的 ， 那 么 


0 由 于 这 个 数 是 自然 数 ， 所 以 a = cz + as。 于 是 


Gs+a QI+Q, Qo+a 
Sa= 3 2 十 1 3 十 2 1 
Q, Gy Qs 


注意 到 K ~ -4 和 1= 是 自 然 烙 ， 又 知 K1= 4, 所 以 


天 = =2, 这 时 $s=7<9; 或 K = 1， i=4， 上 成 人 = 4， i=1, 
这 时 均 有 Ss= 8 之 9。 
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由 上 可 知 ，n= 3 时 结论 成 立 。 

(2) 假设 对 满足 题 设 条 件 的 4- 1 个 数 ， 结 论 成 立 。 考 卡 
满足 题 设 条 件 的 "个 数 的 情况 。 

如 果 ” 个 ai 都 相同 ， 那 末 9。= 2n<3n， 

如 果 ?# 个 ci 不 尽 相 同 ， 可 选 其 中 最 大 者 (如 果 最 大 者 不 止 
一 个 ， 可 选 至 少 比 它 相 邻 的 一 边 的 数 大 的 那个 )， 设 为 Gi， 


由 于 自然 数 汪 -<<2， 所 以 o= -it+ ut 


于 是 Qi-2+Q -1 二 G1-2+ diti 
Qi-! Qi-1 


Qt Oirs 1 十 -Qi-1 十 Qi+2 。 


G4+1 Ui+1 


从 而 和 都 是 自然 数 ， 因 此 , a， 


Qos, B39 9 Qi-ls CGI 9 an 这 7 一 1 个 数 满 足 题 没 条 件 。 
由 归纳 假设 Sw-, 达 3(n-1)， 其 中 


y a G2+Q Ci 十 G 
Ss Lnt+02 ,+ 4~2 4+1 tl t+2 oe 
} 
a Gi- (i+} 


于 是 ，Sn= Sn-1+3<3(n-1)+3= 31。 

由 土 述 (1)、(2) 可 知 ， 命 题 成 立 。 

例 32 64 年 北京 市 竞赛 题 ) 

已 知 数列 G1,，4s，…，Qn 中 所 有 的 项 41 都 是 正 数 。 又 设 
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对 于 ”= > 2， 3， 9 都 有 ca: 和 ac, an+ie 

证 明 ， 对 于 n= 1，2，3，…， 都 有 an<< 芽 。 

证 法 一 。 由 题 设 有 0<ant1 Gn(1 cn)》 (n= 1, 2, 
3， “0) 


特别 当 n = 1 时 ， 由 此 推 得 6; 过 1。 即 所 证 结论 当 n=1 时 
成 立 。 今 设 当 n 志 & 时 求证 的 结论 成 立 。 


若 0<ox< 有 了, 则 ori<ox (1- ok) <an< i 即 为 所 


要 结果 
车 <ax< 寺 ， 则 0<1- ax 过 1 有 = hri* 


1 k 1 
故 ok+<ok(1- ok)<< 再 "FT= 有 于 


于 是 无 论 在 哪 种 情形 都 有 oxta< -二 


综 上 可 知 问题 的 结论 成 立 。 
证 法 二 。(1) 易 知 "= 1 时 结论 成 立 (见证 法 一 )。 
(2) 假设 *<k 时 结论 成 立 ， 则 


arr1<okr ~ 01i= 于- 地- on) 。 
车 &= 1， 则 从 此 容易 看 出 os< 款 
车 k 宇 2， 则 由 上 式 得 
1 1 1 1 1 
oxi< 革 ~ 二- 治 = 直 (1- 庆 
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_k— 1.k+1 hk2—] < 
Bi “Et1 RiCk+1) i 


由 (1)、(2) 得 知 所 证 结论 成 立 。 


八 、 代 换 法 


中 学 数学 里 ， 常 见 的 三 角形 中 的 不 等 式 大 多 可 用 代 换 法 
进行 证 明 ， 
设 ?，6，c 是 八 A4BC 的 三 边 长 ， 通 过 代 换 


x= 了 (b+e-o)， y= 字 (c+0-b)， z= 二 (a+b-0) (LD 


易 得 G=y+2, b=2+Xx, C=X+y (2) 
P( 半 周 长 )= 子 (0+b+0) =X+ y+2 (3) 


5 (面积 ) = wp(p-a.(p-b)(p-o) 
= (Xt+ y+2)XYy2 (4) 


(X+ YYy+2)(2+%) | 
人 《外接 圆 半 径 )》 - 24- (5) 


加 
r( 内 切 圆 半径 ) = 了 = 一 < (6) 


X 十 十 了 2 
借助 上 述 关 系 式 ， 就 能 比较 简便 地 证 明 三 角形 中 的 某 些 
不 等 式 。 
例 55 (第 3 届 国 际 竞赛 题 ) 
已 知 三 角形 的 三 边 长 6。，5，c 及 其 面积 3。 求 证 ，02 + 名 
+c2 >4v 39。 (7) 
证 明 ， 由 上 面 关 系 式 (2) 和 (4) 知 ， 只 须 证 明 
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Xt y)2+(Y+2)2+(2+X)22P4v3SCX 寺 3)XIZ 。 
邵 〈 兰 + 多 十 2) + (XY + y+ 2%) 
之 2w3(X 二 二 2)XyZ 


由 已 知 不 等 式 
HIF YLT ZXAY+ YZ + EXP 3AT V+ 2 XY 
即 知 所 证 不 等 式 (7) 成 立 。 


注 ， 我 们 还 可 证 明 更 一 般 的 不 等 式 
qt+b+c>4v 8S+ a- b+ (b-c)? +(c- 0a).(8) 
事实 上 ， 只 须 证 明 

(XY y+) (2) XY) CY 2)2 
— (2— X24 3X+ y+2) XY2 

即 xy+y2t2xP>V 3X+ y+2) XY 

评 即 〈Xy 十 yz 十 2MX)2Z2P3(X+ 了 二 2)XZ 

又 即 (Xxy~y2)2+ (yy2~2%)2+ (124~ 2Xy)220。 
最 后 一 个 不 等 式 是 显然 成 立 的 ， 故 (8) 式 成 立 。 
例 34 〈 第 24 忆 国际 竞赛 题 ) 

设 4?，b，c 是 三 角形 的 边 长 ， 证 明 ， 


azb(a~ 6) + bc(b -ec) +cla(c- 4a)>0 (9) 
并 说 明 等 号 何 时 成 立 。 

证 明 ， 由 上 面 关 系 式 (2) 知 ， 只 须 证 明 

MT YI + AIA YZ + y22Y% 十 22X ys (10) 
根据 栖 西 不 等 式 有 


(VAY AL25X7 十 Vv YE XIy2 + ZX yx)? 
(XY + YE + ZAI) (2XY + XLyZ + YLZX) 
即 Cxyz(x+ y+2) EX + y2s + 2%3) 

(Xt Y+2IXYZ 
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从 而 可 得 (10)， 因 此 不 等 式 (9) 成 立 。 
代 换 法 不 仅 可 以 用 于 证 明 三 角形 中 的 不 等 式 ， 而 且 还 可 
用 于 证 明 其 它 的 不 等 式 。 
例 355 〈83 年 瑞士 数学 奥林匹克 试题 ? 
设 a， b, c 为 正 数 ， 试 证 ， 
abc>b+c-a)(c+a~b)(a+b-oe), 
证 明 ， 若 a 之 6+c， 则 不 等 式 显然 成 立 . 这 里 假设 o>b>> 
c>0Ha<b+e, 
应 用 上 面 关 系 式 (2)， 只 人 须 证 明 
(X+ YY+2) (2+X) LNY2, 
记 实 上 ， 因 为 x，y，2z 均 为 正 数 ， 则 有 
X+YF 2 XY, y+2F2 YZ 2+XF2 ZX 。 
三 式 相 习 ， 便 有 
(XxX+ (7 二 2)(Z+X) 之 8Xy2Z。 
例 36 〈63 年 成 都 市 竞赛 题 ， 
设 4，b，x，y 都 是 实数 ， 并 和 且 @2 + 02=1，x2+ =1. 试 
证 Jlax + py| <1。 


证 明 ， 依 题 设 作 代 换 
a = sin0 X= Sin0s 

ma cos01, Md 

则 ax+by=singisinbs + cosgicosgs= cos(O ~ 0)。 

但 icos(0 -9) is 委 1。 


所 以 ”lax+by|! 志 1. 


九 、 增 量 法 
在 假设 条 件 op>>e 下 ， 证 明 一 个 关于 c，2，o 的 不 等 式 
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时 ， 可 令 4=c+ p，b=c+q( 其 中 p>q 二 0，p，g 称 为 增 景 )， 
然后 进行 论证 ， 这 种 证 明 方 法 称 为 增 最 法 或 松弛 法 ， 它 在 证 
明 不 等 式 ， 特 别 是 对 称 不 等 式 时 是 常用 的 ， 它 实质 上 是 一 种 
特殊 的 变量 代 换 法 ， 

例 57 (第 6 届 国 际 党 赛 题 ) 

设 ?，b，c 是 一 个 三 角形 的 三 边 长 ， 求 证 

az(b+ce-a;+r bec+a-b)+ce(a+b-c)<<abe,. | 

证 明 ， 要 证 不 等 式 关于 4，b，c 对 称 ， 不 妨 设 4 宇 b 之 o> 

0。 再 作 变 量 代 换 ， 
G=C+ 力 b=c+g (7 之 dq 宇 0) 

则 3abec~ai(b+c-a)—- bs(a+c—-b) -cat+b-o) 
=a(a-b)(a~c)+b(b-ec)(b-a)+c(c—-a)(c-b) 
=m(C+p)(p-q)p+(c+q)gq(q~ p)+cpg 
=[c(p-g)+(p—9))(p~ gq) +cpg>0 

故 所 证 不 等 式 成 立 。 

例 38 〈 第 25 届 国际 竞赛 题 ) 

设 x，?》， 2 为 非 负 实数 ， 且 x+ y+2=1， 证 明 ， 


7 
0<y2+2xX+ XYy 一 好， 
证 明 ， 不 妨 设 x 宇 y 宇 2 之 0。 
由 x+y+2=1， 不 难得 到 2 十 ，x+y> 芝 ， 


于 是 2 xy2 <<3 xy<xy，。 


所 以 0 委 yz+2X+Xy- 2Xy2。 
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为 证 明 右边 不 等 式 ， 令 x+3= 全 + 了 Di z= 0<p 


< 子 。 于 是 有 
YZ+ XKXY— 2XYV2 = 2(%XT Y) + XY — 22) 
"(3-7 N+e)rry ($+2) 
< 人 -人 人 2) 
-< 
因而 所 证 不 等 式 成 立 。 
十 、 函 数 法 


利用 函数 性 质 来 证 明 不 等 式 ， 也 是 一 种 基本 方法 。 它 的 
内 容 很 广泛 。 这 里 ， 略 举 几 例 说 明 . 

例 39 《〈 第 19 届 国际 竞赛 题 ) 

设 4，b，A4， 了 都 是 已 知 实数 ， 现 在 考虑 一 个 函数 

f(x)=1-acosx— bsinx~ Acos2x— Bsin2x. 

试 证 ， 如 果 对 于 任何 一 个 实数 x， 有 f(x) 宇 0， 则 a2+ 
<2, 而 4+ Bi<1. 

证 明 , f(x)=1~ Wabicos(x~0) -wv Ai+ Ba 

CoOs2(X 一 0)。 


(1) 假若 / 亚 于 更 之 于， 取 x 使 得 cos(x- 0) -2， 
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即 


Xe 0+2hrt (B=0, 土 l， 圭 2; 11) 


这 时 ，wai+ bicos(xX-0)>>1。 


则 LOS2 Cx ~ 9 = cos (4 hr + 20 - 29 + 7 ) 


一 cos( 20— 29+) 


7 


车 cos( 29-20+ 全 )<0， 则 cos( 20- 29 一 子 ) 之 0 


即 A424 Bicos2(x-%) 有 正 值 ， 


)>>0 岗 van Bicos2(x 一 9) 仍 


若 cos( 26 一 20 十 万 


有 正 值 . 
故 f(x)<0， 与 题 设 和 矛盾 。 因 而 02 + 22 二 2， 


(2) 假设 vw A?+ B?>1， 取 x 使 得 cos2(x~w)=1, 即 
xi= to (R=0， 土 1， 土 2，…) 

这 时 w A2TBicos2(x-9)>1 

则 cos(x—0) = cos( SE +0-0 ). 


kn 
2 


如 果 g - 8 是 第 1、 下 象限 的 角 ， 取 AR= 2 或 1, 则 -+9 一 
0 是 第 JV 象限 的 角 . 
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cos(x—0)= cos( 生 +9-0 )=0, 则 was+ D2cos(%— 


0) 总 有 正 值 。 


Bi<1, 


故 F(x)<0， 与 题 设 矛盾 ， 因 而 42+ B?<1。 
男 证 ， 由 熟知 的 三 角 方法 ， 可 取 a、B 使 
f(x)=1~ vai+bicos(x+a) -wv Al+ Bicos2(x+P), 


分 别 取 x= -a+ 也 及 -Q- 习 ， 由 题 设 有 


cos2( bP-a+ 于 )>0, 
Ke -va 
cos2( B-a+t 4)>0. 


因 cos2( Pp-2- 工 )- ~ cos2( p-c<- 工 )， 
faa 即 @2+b2<2， 


间 样 ， 考 记 f( 6+) 及 f( 一 86)， 可 类 似 地 证 得 A2+ 
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例 40 〈83 年 瑞士 觉 赛 题 ) 
设 0<a<1，0<x 忆 x， 证 朋 
(22— 1)sinx+ (1~Q)sin(1~ 0)x>0.。 
证 明 ， 首 先 注意 到 zc=0，1 及 x=0，zr 时 ， 不 
等 式 显然 成 立 。 故 只 须 就 0 过 2 之 1 及 0<x<x 讨 论 。 

将 要 证 的 不 等 式 改 写成 

(1-C)sin(1- a)x>(1— 20)sinx. 
显然 ， 这 个 不 等 式 难 以 直接 化 简 证 明 ， 而 采 取 “ 加 强 命 


题 2> 的 手法 ， 
因为 (1- 2c)sinx<(1-2c+c2) sinx= (1- C)2sinx， 
所 以 ”车 能 证 明 
(1- Qa)2sinx<(1 -~ a)sin(1 ~ a)% 
就 得 到 要 证 的 不 等 式 ， 


事实 上 ， 上 面 一 个 不 等 式 等 价 于 


sin(1~ a)x>(1 ~ a)sinx。 


又 等 价 于 sin(1— 0)x sinx 


(1~a)x % 
由 于 (1- a)x<x， 因 而 问题 又 转化 为 证 明 画 数 /(*) = 
Sn 在 (0，z 内 是 减 丽 数 即 可 
因为 用 (2) = sinx，fz(x) = x 在 [ 于， ) 内 分 别 为 泪 画 


数 与 增 函数 ， 所 以 fC%) = -有 (3 在 [于 ，= ) 内 是 减 丽 数 ;又 


不 难 证 明 f(x) 在 (0， 也 内 是 减 函 数 ， 因 此 ，f(*) 在 (0，) 
内 是 减 国 数 。 
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注 ， 为 证 一 个 很 复杂 的 不 等 式 4 志 也 ， 若 用 某 种 方 法 能 
断定 4<C， 则 可 尝试 去 证 C 志 38( 如 形式 上 它 要 比 4<B 简 
单 );。 如 果 能 达到 目的 ， 则 便 证 得 4 夺 8， 这 就 是 所 请“ 加 强 
命题 ?的 手法 。 当然，C 到 8 也 可 能 不 成 立 ， 那 就 只 好 另 想法 
去 证 4 各 . 

用 函数 方法 证 不 等 式 及 讨论 函数 的 增 减 性 ， 还 可 利用 求 
导数 这 一 重要 方法 。 

例 41 〈 第 12 必 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 

设 0，b 为 不 同 的 正 数 ， 证 明 ， 不 等 式 

VW < 
成 立 。 
证 明 ， 不 失 一 般 性 ， 设 0<b<o。 


令 x = $ 则 记 证 不 等 式 等 价 于 


x~1 


vx" 


2(%— 1) 
i 之 lnx 之 


; y=lnx- 2%~D 
泛 虑 函数 f(x9=1nx 


1 _2(x+1D)-2(%-1),. (x-1)? 
% (xX+1)2 X%(X 十 1) 


当 x 之 1 时 ， f(x) = 
>0， 所 以 lnx 21>0 (x>D)。 


类 似 地 可 证 ， Inx<* 二 2 
wx 
综 上 可 知 原 不 等 式 成 立 。 
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第 七 讲 
重要 不 等 式 在 数学 竞赛 中 的 应 用 


排序 不 等 式 、 平 均 不 等 式 、 柯 西 不 等 式 等 ， 是 我 们 常 说 
的 重要 不 等 式 。 在 国内 外 的 数学 竞赛 中 ， 经 常 出 现 应 用 它们 
来 解答 的 试题 ， 


一 ， 菲 序 不 等 式 

定理 1 (排序 不 等 式 ) 

省 有 数组 各 ， a1 志 dy 二 … 导 Qn 数组 B， bb 入 才 bn， 
则 

aib; + abs + "+ dnbn2>5 = 01b;, + +t et Qnby, 

abn t+ odns + + Ab. 

es 等 号 当 
4 = 0a=…= an 或 P = bo= =bo 时 成 立 。 

注 ， 定 几 1 表明 数组 4 与 4 之 数 一 邓 一 对 相 尼 后 绷 相 加 ， 
同 序数 最 大 ， 渔 序数 最 小 。 

证 了 明 ， 先 证 不 等 式 

s= mb + Gabi + + onby, Sabi+ gabs + 十 Onpns 

这 个 不 等 式 的 意义 是 ， 当 户 = 1， j2= 2，…，fn= 7 时 ， 
和 s 达 最 大 值 218, + Qsbs + … + anbn。 因 此 ， 我 们 首 先 证 明 an 
必须 与 bo 搭配 才能 使 * 达 最 大 值 ， 否 则 ， 设 jn 盖 2， 且 如 是 和 
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某 个 ax(k 闪 四 搭配 的 ， 这 时 必 有 
axrbn+ anby < akpbj + anbn (水 ) 
事实 上 ，anbn+akpj, -arp -- an0y。 
= bn(an ~ Gx) — by, (Gn~ Qk) 
=(b, ~ bj )(0n— ax)>0, 
不 等 式 ( * ) 上 告诉 我 们 ， 当 jn 去 4 有 时， 调换 
s=ab; 十 Gab + e+ kb 十 入 十 Qnb,, 
中 b， 和 20 的 位 置 (其 余 ?~ 2 项 不 变 )， 会 使 各 s 增加 ， 
同 理 ， 调 整 好 aw 与 bn 后 ,再 调整 0 与 0m-; 又 会 使 :增加 。 
如 此 进行 ， 至 多 经 ?次 调整 后 就 得 最 大 值 ，mo, + 0sb2 十 十 
anbn。 这 就 证 得 了 不 等 式 ， s= ub,, 出 oa0， ， 本 inb, < 
aib + agby + 1 + dnbn, 
显然 ， 当 o = az = … = on 或 = b=…= bx 时 ， 上 面 的 不 
等 式 中 的 等 号 成 立 . 如 果 4 中 的 数 与 了 中 的 数 都 不 全 相等 , 则 
必 存 在 为 与 使 如 > 六,，o>ek。 这 时 (# ) 式 不 等 号 成 立 ， 
因而 所 证 不 等 式 对 排列 六 ，f2，…，jnCjx = 0D) 也 相应 成 立 不 
等 号 。 
同样 ， 可 用 类 似 方 法 证 明 不 等 式 
Gbnt Gdn tt rr ten DE Sse ab + Ga0 + 
+ anb+ 。 
综 上 可 知 排序 不 等 式 成 立 。 
下 面 ， 我 们 再 从 两 方 而 加 以 推广 。 
定理 2 ” 设 有 两 组 正 数 
A; Wa Ean; B, b<b,<… bb, 
则 将 4 与 8 中 的 数 一 对 一 对 的 作 短 9” 后 肯 相 清 ， 同 序 
数 最 大 ， 倒 序数 最 小 。 即 
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ayacy2.0o 最 大 ， aiaase-1...081 最 小 。 
证 明 ， 不 妨 设 诸 a: 按 序 排列 ， 诸 六 从 第 天 个 因 数 后 按 序 
排列 ， 即 


必 让; 
Ci” a,'? GCC olln 


由 bm 宇 b;，am 之 ax， 可 得 


于 是 ，alnai >>ouatn。 

这 就 是 说 ， 把 56m 与 0, 交换 后 积 不 减少 ， 经 有 限 次 交换 后 
可 得 a'*'qi:…a,'"。 又 因 每 次 交换 积 不 减少 ,所 以 a, *a,*… 
as "最 大 。 

同 理 可 证 cip"aybn-!…a4 最 小 。 

定理 3 ” 设 有 m 排 非 负 数 

QSOs EOken (k=1, 2,，*…**17) 

从 每 排 中 取出 一 数 相 乘 ， 再 从 剩 下 的 数 中 每 排 取 出 一 数 
相 乘 ，:……， 直到 sw 次 取 完 为 止 ， 然 屠 相 加 ， 所 得 诸 和 中 以 


alld21 omil + 012022…Gm2 十 二 Gin0sn…amz 为 最 大 。 
证 明 ， 考虑 两 项 

Li0s fn, 与 c，， Qs, in 
不 妨 设 Ql, 0 » Gar, 委 02i， 9 EA 


CE pO On On 
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于 是 0 


ig Qi SQ Caiy 0 


Qnj 


GE Or i ni, 


由 排序 不 等 式 ( 定 理 1 ) 有 


0 Oa pO Optiiprs Omni 十 Qi Ga2i ,Or je 


Ge+i i am, 之 0 ， Cai， On + Qi, G21, “ni ® 


即 在 此 两 项 中 把 倒序 改 为 同 序 后 和 不 减少 。 经 有 限 次 改 
变 后 必 可 使 4 项 中 任 两 项 均 无 倒序 ， 此 和 变 为 

Ga1G21…Gzzzl + Gil2022 "Oma 十 十 QiPG272 0 
因 若 不 然 ， 则 必 还 有 两 项 倒序 存在 ， 又 每 次 改变 和 不 减少 ， 
所 以 

G11021 0ml + Gig022° "Gmg 十 十 CGInG272 Gram 
为 最 大 。 

利用 排序 不 等 式 ， 不 仅 可 以 推出 许多 著名 的 不 等 式 (如 
后 面 所 述 的 平均 不 等 式 等 ) , 而且 还 可 解决 数学 竞赛 中 的 有 关 
试题 。 

例 1 〈78 年 全 国 竞赛 题 ) 

设 有 十 人 各 拿 提 本 一 只 同 到 水 龙头 前 打 水 ， 设 水 龙头 注 
满 第 i(i = 1，2，3，…，10) 个 人 的 提 桶 需 时 7 分钟， 假定 
这 些 7 各 不 相同 ， 问 ， 

-《1) 当 只 有 一 个 水 龙头 可 用 时 ， 应 如 何 安排 这 十 个 人 的 
次 序 ， 使 他 们 的 总 的 花费 时 间 ( 包 括 各 人 自己 接 水 所 花 的 时 
间 ) 为 最 小 ?这 时 间 等 于 多 少 ?( 须 证 明 你 的 论断 ) 

(2〉 当 有 两 个 水 龙头 可 用 时 ， 应 如 何 安 排 这 十 个 人 的 次 
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序 ， 使 他 们 的 总 的 花费 时 间 为 最 少 ? 这 时 间 等 于 多 少 ? ( 须 
证 明 你 的 论断 ) 

解 ，(1) 我 们 不 妨 假定 站 <72<7 之 … 之 1710. 又 因 10 之 9 
二 8 >…>>1， 所 以 由 定理 1 (排序 不 等 式 ) 有 


107, ,+ 97 ,tt Ti ,>107 ,+ Pst + hi 


这 就 是 说 ， 按 术 桶 的 大 小 从 小 到 大 依次 接 水 ， 所 需 总 时 

间 最 少 ， 这 个 最 小 总 时 间 为 
107, + 972+ 8Ts + :+ To 

(2) 当 有 ]1、 下 两 个 水 龙头 可 用 时 ， 

假设 分 配 5+1(0<1<5) 个 到 1， 任意 安排 次 序 是 iL，i。， 
…，is+l， 这 时 总 的 花费 时 间 为 

Ti=T, + (CT + 人 漳 了， 二 

7, st ) 。 
分 配 另 外 的 5- /个 到 IE， 任意 安排 次 序 是 ji，f2，…，js-is 


这 时 总 的 花费 时 间 为 
Ti=T, + (T+ Tt tT + ,tt 


于 是 有 
7 了 + 了 1 = T, + (7 + T, ) rt (Ti + Tt 
+ Ti ) 二 人 ,+ Ci 二 人 十 二 (二 人 ,+ 6 十 


i bi 


= (Ti t+ TT + Ti+"+ 7 ) 十 


i 6 十 
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+ee 十 《了 ,十 二 1, i + T, D+( T+ 


+ 人 (Ti 


mw 
21 


ri 


(了 了， 十 二 了 ， + T+ 了， ) 十 


十 oe 十 CPi ,tt 人 +7) + TD, 十 和 


十 
十 7 +( 十 和 和 ,二 


(T+ TT) + T+ + Te) 


+ "+ (T+7,) 
T+ T1557T +T2) + A(T + 7) + 3 s+ 10) +2(77 
+1e) + (gt+7i0). 
由 此 可 见 ， 每 个 水 龙头 各 分 配 5 个 ， 并 按 从 小 到 大 次 序 
轮流 分 配 到 ]、 了 两 个 水 龙头 上 去 时 总 的 花费 时 间 最 少 。 
I: 71, Ts, 7e, 77, 7 
{Yl, 7», 7, To Ts, Tw 
并 且 其 中 相同 列 的 两 个 可 以 互 换 。 
例 2 〈 包 牙 利 竞赛 题 ) 
设 b1，6。，…， ba 是 正 数 qi， a，…，anr 的 一 个 排列 。 证 


各 fn 
明 ，- 了 + -32 + 十 -3 
明王 Bb, 
证 明 ; 不 妨 设 01 之 42 宇 … 之 an>0， 
1 1 1 
于 是 a das 、 Tan 
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1 1 . -是 工 工 . -1L 
再 注意 到 br be? ? 六 是 ? 9 ;an 


的 一 个 排列 ， 由 定理 1 得 


NeQle +a, . tte 1 
a G2 a 


< . 产 +a， 所 + 闫 
1 


例 3 (第 20 届 国际 数学 竞赛 题 ) 

已 知 0,， 2，…， 0k， …' 为 两 两 各 不 相同 的 正 整数 ,求证 
对 任何 正 整数 ap， 下 列 不 等 式 成 立 ， 

1 二 二 了 <a+ 跨 + .+ 汪 。 

证 明 ， 设 部 ，，…， 加 是 c，c，…，9x 的 一 个 排列 ， 
且 满 足 b. 之 bs<…< 之 bi。 因 b,， bz， 9 bb 都 是 自然 然 数 ， 故 


b>1, bo 之 2， ，bn 宇 17。 又 内 1>> 志 二 ”* "> 去 , 则 由 排序 不 
等 式 得 


a a b, b 
Gi+ de a 
1 1 
/ 1 Gs» a 
即 1 和 一 委 @ ta “+ 过。 


注 ， 本 例 在 第 一 讲 第 一 段 中 ， 曾 用 数学 归纳 法 证 明 过 ， 
两 种 证 法 加 以 比较 ， 易 于 看 出 排序 不 等 式 的 作用 ， 


例 4 〈78 年 上 海 市 竞赛 题 ) 
车 a， 0 0 为 正 数 ， 求证 
a2°02b02c ab+cbetoor tb, 
证 明 ， 不 妨 设 0 之 2 之 c0， 则 

lga> lgb> igc. 
故 由 排序 不 等 式 ， 得 
alga+ bleb+clgc>blga+ clgb + alge, 
alga + blgb + clgc>clga + algb + blgc. 
所 以 ，26lga + 2blgb + 2clgc 

(b+e)lga+ (c+a)lgb+ (a+b)lgc, 

即 lg(a2° 。 b2b 。 c2)>1lg(arte 。 bec+o 。 Ca+b)， 
从 而 ， a2° 。D2b 。 ce>>abte 。 be+% 。 Ca+D。 


例 5 〔〈74 年 美国 第 三 届 中 学 生 竞 赛 题 ? 
设 a， b, c 是 正 整 数 ， 求证 ， 

a+8+e 
abrec>= (abc) 和 
证 明 ， 不 妨 设 c>0>c>0， 则 

lga>lgb>1gc. 

由 排序 不 等 式 ， 得 
alga + blgb + clgc =alga + blgb + clgc, 
alga t+ blgb + clgc>blga+ clgb + alge, 
alga+ blgb + clgc>clga + algb + blgc. 
相 加 ， 得 
3(alga + blgb + clgc)>(0+b+ce) (lgao+ lgb+ lge), 
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即 lgCarb?ce) > -二 cig(abc) 

所 以 arboeesz abc) 

男 证 ， 不妨 设 4 这 5 宇 c>0， 则 由 定理 2 有 

a"b?e ab, beechber, ccar>cae, 

从 而 (gs6?) (btees) (cca?)>> (Cab )( beet) (crac), 

两 边 同 弛 以 a"b*ee*， 则 有 as*bsbe** 守 (abc)"1ote。 

显然 ， 其 立方 根 就 是 所 要 求 的 结 朱 。 

例 6 (第 6 届 国 际 竞 赛 题 ) 

设 2，6，c 为 某 一 三 角形 三 条 边 的 长 ， 求 证 : 

qbroe~a) +biera~b)+o(a+b-c) abe, 

证 明 ， 不 妨 设 4 之 b 之 c。 

因为 blc+ra-b)-ab+re-a) = (GG-b)a+y-c > 0, 
cagrob—e)~blc+ra-b)= 0- cb+i~ 0)>0, 

所 以 cb+ec-a)<b(c+a-b)<c(ar+b-c), 

又 因 ac， 

故 由 排序 不 等 式 ， 得 


a2(b+re-a)+0(c+a~060) +c(a+0— 0c) 


<ab(b+cec-a)+be(c+a~b)+ca(aG+b -ce) 

= 3abc+abtb—-a)+bc(c—-b)+ca(a ~ 6) (1) 
又 mb+re-a)+b(etra-b)+e(a+b~ce) 
<ac(b+ec~a)+ab(lcra~b)+bc(at+rb—oe) 
=3abc+ Qc -0)+ab(g—b)+bc(b -ece) (2) 
(1) + (2) 得 

2[a:(b+ce~a)+t+h(c ta~b)+e:(at+b~ cI 6abc, 
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即 a2cb+e~a)+b2c+a-b)+es(a+b-e) abe, 

例 7 83 年 瑞士 奥林匹克 数学 竞赛 试题 

没 a，b，c 为 正 数 ， 试 证 ， 
(b+e-a)(c+a~b)(a+b~-c)<abc, 

证 明 ， 出 例 6 有 

4 (eb+o-b) +beta-b) tea+b-0) |<abe, | 


又 [acb+e~a) +b(eta-b) +02(a+ b-o) ] | 


> iabc)b to-acra- bat o-oo), | 
则 srapcyarp+co-a)(co+o-pD)0o+D-co <abe 
将 上 式 两 边 三 次 乘 方 ， 得 
(b+e~-a(c+a-b(at+b-ce)<abc, 
例 8 第 24 电 局 际 总 赛 题 ) 
设 as，4，s 是 三 角形 的 边 长 .证 明 ， 

mbn -pp)+b(b-c)+coa(c-a) 三 0。 
证 明 ， 不 妨 设 4 宇 b>>c。 由 人 鲁 6 的 证 明知 


alb+re~a)<beta-b)<c(a+b~e), 


T 
又 知 “三 科 六 入 二 
故 由 排序 不 等 式 得 


(b+e-o)+ Sepa bt. (dt b~ce) 
C 呈 


< 人 6+c- GD) 十 
a b 


(c+u—b)+ (a+b-0) 
=0+b+c, 
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所 以 ，a2b(b+c-a)+b2c(c+a-b)+cia(at+b-ce) 
<<d2pc + b2ca + cab, 


移 项 即 得 
a2b(a~b)+ bc(b~ec) +ctal(c— a)>0.。 


例 9 (第 17 届 国际 党 赛 题 》 
设 XX 和 Xn EYE Yn, 
又 zi， 229 Zn 是 I，Y2，…，yn 的 一 个 排列 。 
求证 ， D9) 0 
证 明 ， 由 排序 不 等 式 得 
2 %19i> 5 Yi2i9 
即 - 2xiy<- 》 ,2xizis 


但 (YX 和 十 多 经) = 二 (X 记 十 212)9 
所 以 (XE — 2Xi3 + Yi2) 

< 元 (X12— 2Xi2i + 212), 
即 DT a 


和 二、 平均 不 等 式 
定理 4 (平均 不 等 式 ) 
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设 4;,，4。，…， an 是 n 个 正 数 ， 则 
> /Goyan . (1) 
即 是 ，* 个 正 数 的 算术 平均 值 ( 简 记 为 4(a) ) 必 不 小 于 它 
们 的 几何 平均 值 ( 简 记 为 G(0))， 


A(W>G(a), 
等 号 当 且 仅 当 ac; = 02 =… = qn 时 成 立 。 


4 、 et a [4 
证 法 一 ， 记 c = A/ aias…Ggn 9 令 bi = 到， bs= oy 


bn = 吕 ， 则 bbz…bn = 1(b1>0) 且 不 等 式 (1) 等 价 于 不 等 式 


bit+bst+ +bn>n (2) 
下 面 证 明 这 个 不 等 式 。 


任 取 正 数 xi， 再 取 正 数 xs 使 得 b 9 再 取 xs 使 得 bs= 


总，,,,， 最 后 取 xw 使 得 bo-; = 守 =，， 所 以 


Xs Xn 


b= 1 1 nn 
Da…pn_， 2 22 .Xml %i 
Xe Xs Xn 
再 由 例 2 的 不 等 式 有 
b+ bat+.+ bn= a + 


又 从 例 2 的 证 明 可 见 ， 这 个 不 等 式 当 且 仅 当 xi = xa = … 
= xn 时 等 号 成 立 。 从 而 当 且 仅 当 b= b=… = 如 时 不 等 式 (2) 
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等 号 成 立 ， 所 以 当 且 仅 当 a = 四 = … = on 时 不 等 式 (1) 成 立 等 


号 ， 


证 法 二 ， 先 证 引 理 
车 A4>0, 8B8>0, n€EN, 则 A+B>(n+1)"*Y AD. 
事实 上 ， 可 设 4=a+ B=b"t! (ga>0, 6>0), 
则 nA+B- (n+1) "yA'DB 
=fa"ti rb"ti— (n+1)a'b 
=Ha"t!— na"b~arb+b"t! 
=na’(g—b)— b(ar— bn) 
=(a-b)Cnar— b(an! + an2b + ... +abn2+ bn1)) 
=(a— Orar~an-ib)+ (a ~a™20) +t. + (0 ~ 
ab" i) + (a" ~ b")) 
=(a- bta-i(a-b)+a’ (a ~—b2) t+. + O(n-i— 
bm!1) + (Car— b= (4bCa"i(a~ 6) +a""2 (Gb) 
(a+b)+ +a(l(a~ b)(ar :+a 3b+r.+ ob"3 + 
b"*-2) + (a bar-i+a b+... +ab'-2+b"-1)) 
= (0 一 0)2[or +a" -2a+b) + +a(a" 2+a 30+ .+ 
ubn-3 + bo-2) + (an~i + an 2D + .+ ab + bn-1)) 
当 a=b 时 , nA+B- (n+ 1 A"B=0; 


当 ab 时 ,nA++B- (n+1)"ty /AB>0. 
则 nr4+BP> (n+1) "YA4*B， 当 和 且 仅 当 4 =B 时 , 取 等 


下 面 ， 借 助 引 理 证 明定 理 4 . 
事实 上 ， 当 ?= 1 时 ， 人 不 等 式 (1) 成 立 。 
假设 n= RCRETN ) 时 ， 不 等 式 (1) 成 立 。 


即 G+ast :+ap>hk aiGe'ak 。 
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当 n=k+1 时 ， 有 有 
Git Ost + Okt Okt 


RL/ aas…Gk 十 Gy 
沁 (R+ 1 《 引 理 ) 
i | yg 0kQkt: 
综 上 可 知 ， 原 不 等 式 (1) 对 任意 自然 数 7 都 成 立 ， 且 当 各 
数 都 相等 时 取 等 号 。 
例 10 “第 16 届 全 苏 数学 竞赛 题 ) 
设 x>0， 证 明 ，2%Y* + 2 人 >2。28>。 
证 明 ， 仔 绍 观 察 所 证 不 等 式 ， 易 于 想到 借助 平均 不 等 式 
求解 由 G(a) 和 4(e) 得 
内 二 知 
25 + 2 2 IYF DY = 22 2 


i 
YY IN 6 
(x) =%X 


由 上 面 两 个 不 等 式 及 指数 函数 2* 的 递增 性 ， 即 得 要 证 的 
不 等 式 ，28= + 29* 之 2，27， 

例 11 〈84 年 全 国 竞赛 题 ) 

设 xi， 2 ***, xn 都 是 正 数 ， 证 明 


2 2 Xx: x 
X12 dd -全 之 十 %2z 十 十 Xe 
Xa NX Xn 局 


证 明 ， 根 据 G(a) 志 4A(4) 有 
1 2 2 宇 2xe 
Xs . Xs 四 
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x 
一 ”十 2 之 2Xs， 0 
Xa 


WE 条 
一 + Xn 之 2Xn-!1s 一 +X\>2xXn。 
Xn Xl 


将 以 上 请 式 相 加 ， 即 得 所 证 不 等 式 ， 


x Xx2 3_ Xx? 
EE x, + Xe+ + Xne 
Xs Xs Xn XI1 


例 12 《〈 第 11 届 国际 竞赛 题 ) 
试 证 对 %>0，Xo>0，2%7 一 2 六 05Xa32 一 2 人 0 的 所 有 
实数 %x,， Xs，Yi，Y29 Zi，2Z2， 有 不 等 式 


1 1 
ER 
(Mt Xa (二 y2) 一 (2 十 29)5 XV Xaya— 2 


并 求 出 等 号 成 立 的 必要 与 充分 条 件 。 
证 明令 4= xiy1 -zi 放 0，b= Xxsys 22>>0 
则 xiyi=a+22, xoys= b+22。 
于 是 (xi + Xa) (9 + Ya) — (21+ 22)2 
=G+b+ Xiys + Xoy: 一 22129 


= 0+b+ x, g 十 22x, 1 ~ 2212% 
,4 了 
Xo Xi 
% 
=a+b+ 人 (b+za)24+ 22(a+ 2)2 一 22122 
Xa Xl 
% es -一 一 
=a+b+ (ab+ a -2V66)+2vw 
X2 Xi 
Xi va Ns ) 
+ (Xz + 2? 一 2212 
Xs 2 Xl 1 221 2 
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“E+ E+ (Vb - -Ve ) 


+ (Va zp ‘2,) > + ,| 


则 8 < 8 
(Kt Xa) Vt ye) -St2) (Va tvb) 


(1) 
又 原 不 等 式 右 边 即 是 二 + 去， 这样， 只 要 能 证 明 


1 1 
过 + 上 
CD C2) 


就 可 以 了 。 
由 平均 不 等 式 有 VE + v >24/ 西 及 卫 + 站 >- 2 
8 A 

WU 


至 此 ， 原 不 等 式 得 证 。 
显然 ，(1) 式 成 立 等 号 的 充 要 条 件 是 


Ve Ve 
| /2 


人 = Xe a 


XZ = Xgl 
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(2) 式 成 立 等 号 的 充 要 条 件 是 a= b。 

综 上 可 知 原 不 等 式 成 立 等 号 的 充 要 条 件 是 

Wi= Xs Vi= Ya i= 22s 

例 13 (第 3 届 国 际 竞赛 题 ) 

已 知 三 角形 的 边 长 4。，98，c 及 其 面积 S ,求证 
++o4 39， 

并 指出 等 式 何 时 成 立 。 


证 明 ， 若 将 所 证 不 等 式 变形 为 fe 全 > 本， 则 可 


把 问题 视 为 求 呈 十 多 二 所 的 极 小 值 。 于 是 由 S = absinC= 


2R2sin Asin BsinC, a= 2RsinA, b= 2RsinB, c= 2hsinC, 
则 可 把 问题 转化 为 求 三 角 通 数 的 极 值 . 
由 平均 不 等 式 有 
oth te sinsA+sinsB+ SinsC 
4S 2sin AsinBsinC 


~ 3 sinsAsiniBsinC 
2sin AsinBsinC 


3 
2%/ sin AsinBsinC 
令 y= sin AsinBsinC, 
则 y= 六 Cos( A-~-B)-cos(A+B)JsinC 


< + cosC)sinGC, 
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故 y2< 工 (1+ eosC)2sin2C = 了 (1 + cosC)2(1 一 cos2C) 


re 村: 1 +cosC)3(1 ~ cosC) 
四 十 ( 1+cosC)3(3 ~ 3c0osC) 


| 3(1+cosC)+(3~- 3cosC) 
<13 4 


2+b:+c: 3 1 


从 而 45 2 on anBnc | 


3.， te 
2 3 


a2+b2+e? 
>w3。 


Ws 

显然 ， 等 式 成 立 的 条 件 是 
cos(A-B)=1 
| +cosC=3~3c0osC 


Ss ey Oa 
即 了 
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例 14 〈 第 25 届 国际 竞赛 题 ) 
设 %， 9 2 是 非 负 实数 ， HxX+v+2=1,。 


求证 ,0 入》yz+ zxX+Xy 一 2xyz< 坊 。 


证 明 :， 要 证 的 不 等 式 关 于 x*，y，z 对 称 ， 不 妨 设 


% 之 y 之 2 之 0。 于 是 1 = X+y+2 之 32， 即 2<。 


从 而 2xy2<< yxy, 


于 是 YZ2+2X+ XY— 22X20。 
下 面 证明 右 边 不 等 式 。 


在 前 述 假定 下 ,2<< 诗 ,x+y 之 写 。 
2 > 1 
令 + 则 z= 村 0<6< 3. 
由 平均 不 等 式 ， 有 
x+y /lo6Y 
“y<( 2 ) <(¥%7) 
则 yz2+2x+xy~2Xy2= 2(X+ y) + XYy(1- 22) 
1 2 1 ， 6411 
<( 寺 -5 ) 儿 全 +3 )+( 二 + 到 ) (二 +29) 
7 _ 3_7_ 0/1 6 了 
41 27 (3 )<# 


例 15 (85 年 长 沙市 竞赛 题 》 
已 知 A4BC 的 面积 3 及 角 -4 均 为 定 值 ， 记 角 -4 的 两 夹 边 
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为 6。、c， 则 当 26? + 3c? 取 最 小 值 时 ，b:c= W383:vV3。 
证 明 ， 因为 S=3besinA4, 


25 


所 以 be= sin4 (1) 
又 由 平均 不 等 式 有 
2052 + 302>2v 20. dc = 2 6pbc (2) 


将 (1) 代 入 (2) 得 ”262+ 301> 4 6 ( 定 值 ) 


即 262+ sc 的 最 小 值 是 -4 .8.2 。 且 当 202 + 32 取得 此 
最 小 什 的 条 件 为 308 = 3c*， 从 而 此 时 有 bte= V+。 


三 、 柯 西 不 等 式 


定理 5(Cauchy 不 等 式 ) 
设 0,，az，…， 0n 与 0 by | bn 为 任意 实数 ， 则 
(di + asbds tt anbn) at +at + +02) 
(O21 + 602 +... +02) 
b, bs bn 
等 号 当 且 仅 当 站 = 总 ~ …= 亚 时 成 立 (约定 ai = 0 时 ， 


Qn 
pi=0，:=1，2，…，1)。 


证 法 一 ” 先 假 定 c，a，…，dn，b，b0，…， bn 都 是 正 
数 ， 又 设 A= Waital+.+a 


B= oi+roit. +0: 
245 


作 两 个 序列 ， = 入 ， x2 = 2, su xn= 2， 


_ bn 
Xnri® 万 ， Xpt+2 一 万 ， 0 万 


JI=MXI Y= Xo 9 Vn= Xn Pt+i 三 Xi+19312+8 一 72+29 
9 Yan = Xon, 
en 故 由 定理 1 (排序 不 等 式 ) 得 
XV 士 %232 十 十 Xi 十 KnriYVntit + Xony2n 
之 XIypt+1 + XYniet t+ Xnyant Xnriyy + Xn+gye 十 
+ XonYn, 


即 x? + Xx? tNXIXnt) + XaXnts + + XnXon), 


a? a3 a 人 
订 即 +B 


>2(82 + + ). 


AB + AB AB 
a? az 
但 -j++ + jl， 
和 多 2 
+ 训 wy 


?<1, 


aibi + azbs + + anb 
故 AB 


即 aibi+agbs + +anbnS al talt. +ar 
«voltrbi+t. +02. 
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2 a < a 


则 | 
0 | 
| 


I | <VEe 


mu (于 op < (T(E 可 

证 法 二 。 考 虑 二 次 函数 

/co = 工 (ow-bDr= (DD oF )x2— 下 aiwb! 及 
十 > bz. 


因 对 任意 实数 x 都 有 f(x) 宇 0， 又 当 a， 2 9 an 不 全 
为 零 时 ( 若 oi 全 为 零 不 等 式 显然 成 立 )， 二 次 项 系数 


这 oz>0， 则 有 


A=4(D ab02-4 叶 fT <0. 
Ha 全) 位 本 二 
上 式 成 为 等 号 的 充 要 条 件 是 方程 f(x) = 0 有 二 重 实 根 , 显 
然 ， 此 根 只 能 是 x= o 因而 


bb a 
G 0 Gn 
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注 ，Cauchy 不 等 式 的 证 法 很 多 ， 这 里 就 不 一 一 列举 了 、. 
例 16 (第 20 届 国际 竞赛 题 ) 
设 Q1，0Q2，***，Qks … 为 两 两 各 不 相同 的 正 整 数 。 求证 ， 
对 任何 正 整 数 %, 有 
二 二 < 守信. 


上 一 k= 


<( 名 J 芭 
因 a(，as…，an 是 互 不 相同 的 正 整 数 ， 易 知 ， 


1 v1 
a 


例 17 (第 21 届 国际 竞赛 题 ) 
求 出 所 有 实数 a， 使 得 存在 非 负 实 数 %， X2y Xss X49 X5 
满足 下 列 关 系 ， 


) kxx = 0, 说 k3xx. = 02， ksx, = a3。 
解 ， 设 有 非 负 实数 xi， X2, Xss X%49 xs 满 足 题 设 要 求 , 则 
由 柯 西 不 等 式 及 题 设 条 件 ， 得 
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“ee) (va a) 


<( 交 kxx )( 过 k5xx. ) = 
上 式 中 的 不 等 式 只 能 取 等 号 ， 于 是 


区 -ev 三 -党 数 (k=l, 2 3 4 6 

a 

如 果 %1，x2，%s，X4， xs 中 有 两 个 或 两 个 以 上 不 为 0， 上 
式 不 可 能 成 立 ， 

所 以 ， 只 有 下 面 两 种 情形 ， 

1) %i=%a=%s=x%i=%=0， 这 时 cC=0; 

2) 某 个 xc =c 二 0， 其 余 x1=0 (ie)， 这 时 由 题 设 得 

kc= a，ksc= a2，ksc= a3。 

由 此 即 得 kk2=a 及 c=k (k=1，2，3，4，5)。 

综 上 讨论 可 知 ， 当 ec= 0，1，4，9，16，25 时 ， 存 在 非 
负 实 数 xi， Xs，%s，%4，Xs 满 足 题 设 方程 组 、 

例 18 “(第 22 届 国际 竞赛 题 ) 

设 P 为 和 人 ABC 内 一 点 ,D,EE，F 分 别 为 P 到 BC, C4， 
AB 所 引 重 线 的 垂 足 ， 求 所 有 
使 

BC CA AB 
PPD! PE PF 

为 最 小 的 了 点 。 

解 ， 如 图 7 一 1。 

设 入 438C 的 面积 为 3?， 显 然 有 
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BC» PD+CA. PE+ AB. PF=2S. 
由 柯 西 不 等 式 ， 得 


一 量 他 2 2 


(W889) +(Y 弛 ) +(V 各)][(VEcPD) + 


2 2 
(VCAPE) +(v AB*PE )) 
>(BC+CA + ABY)2, 

Wy BC CA, AB, BC+CA+ LDO 
PD PE PF 2S . 

上 式 锋 号 当 且 仅 当 PD = PE = PF 时 成 立 ， 因 而 使 
BC , C4, AB 
PD PE PF 

为 最 小 的 已 点 是 A4BC 的 内 心 。 

例 19 〈 第 24 届 国际 竞赛 题 ) 

设 G6，D，c 是 三 角形 的 三 边 长 。 求 证 ， 
b2co(p-c)+cza(c-a)+azo00- 0) 三 0 


并 确定 等 号 何 时 成 立 。 
证 明 ; 令 4=y+2z. b=2+X, C=X+Yy (xX, y,2E€ +) 


代入 原 不 等 式 ， 展 开 并 化 简 得 


KY + VEIT XI ~ XL YF ~- YXy22z ~ XY22>0, 


2 2 之 
即 xyz (+ 和 + 


2 2 22 
St 
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最 后 这 个 不 等 式 可 用 柯 西 不 等 式 证 明 如 下 ， 
2 


+vT tv 


(x+y+2)= (Vy: 2 


Xx 
Vy 
jy2 学 2 
<Cy+tztw) (和 + 生 + 二 )， 
y 2 MX 


2 yi 22 
故 x+yY+2< 和 + 业 + 人 和。 
yy 2 XX 


例 20 ‘第 7 届 美 国 数学 竞赛 题 ) 

设 a+e+c+ad+e=8，0d2+ pb2+c+d2+e2= 16， 求 e 的 
最 大 值 . 

解 ， 显然 ， 本 题 企图 用 解 方程 的 办 法 是 无 能 为 力 的 ， 现 
在 ， 借 助 不 等 式 求解 。 

由 柯 西 不 等 式 及 题 设 得 ， 

8~e=(1。a+1.D+1.c+lod) 

<G+1H1+1)8(a2+ 加 +o+d2)=2 (16- e232, 

即 (8~e)*<4{16-e?), e(5e~16)<0。 


所 以 ， 0<e<H. 


以 上 不 等 式 当 且 仅 当 C=D=c=d 时 成 立 等 号 .由 此 可 
知 ，e 的 最 大 值 是 站 ， 此 时 oa= 0=c= d= 也。 

例 21 (第 3 遇 全 国 数学 冬令 营 竞 赛 题 ) 

设 ai， (9 “1°， on 是 给 定 的 不 全 为 零 的 实数 ， ry 72，… 9 


3 


》， ri(Xi— 41) pz x ai2 《 洲 )》 
mt i 


i=1 
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对 任何 实数 xi ，xa，…，xn 成 立 ， 求 rm，ra，…，rz 的 值 。 
解法 一 、 令 Xi= di (=2，3，…，1)， 
ed 下 a?。 


1 2 


则 (*# ) 式 变 成 
fi(XI 一 0D)<v Ash 一 02+D5 


X12 一 Qs 


”Xi5TD +v aitos 


(Xi +A) (Xi — 4) 
VtrO? tv 2 二 Di 


当 x, 之 ga 时， 由 (1) 得 


7 二 -一 -一 
1 x2+b? + aoa:tb? 


(1) 


由 于 (2) 式 对 所 有 大 于 a; 的 x! 均 成 立 ， 所 以 


Ee el 
IO 
~ HV Xt bz + ql+ bs 


PE 、(3) 
AL ai2+D2 E a2 
乞 “ 


当 xi<ai 时 ， 由 (1) 得 


pe Xi 十 Qi 
1 


由 于 (4) 式 对 所 有 小 于 ai 的 所 均 成 立 ， 所 以 
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(4) 


Xita, 
x2+b?2 +vVar+b? 


全 之 a 


0 本 Ci (5) 


由 (3) 和 (5) 得 mm = 一 全 一 


炎 似 地 我 们 可 以 求 竺 7"a， Tss ”9 ra 的 什 . 这 样 一 来 ,我 
们 有 - 


i (1=]】,2,'.",n) 


.将 求 得 的 ri(1 = 1，2，…， 纪 的 值 代入 不 等 式 (# ) 左 边 ， 
并 利用 栖 西 不 等 式 ， 得 


2 ri(Xz 一 Qi) = >» Ti1X4 一 > rg; 
tit et 


四】 
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-VE -VE , 
这 就 是 说 ， 我 们 求 得 的 m， 7T2，“ fn 的 值 确 能 使 不 等 式 
(六 ) 对 任何 实数 xi， Xs，…，。Xn 成 并 。 


解法 二 。 在 (# ) 式 中 令 xi1=0 (i=1，2，*，7)， 
得 ra Ess 
令 xi= 2a; 2，…，?#)， 得 
a 
Ee .1 
这 样 一 来 ， 和 roy Tas (1) 
又 由 柯 西 不 等 式 ， 得 。 


由 (1) 和 (2) 得 > ri>1 (3) 
将 (1) 式 代入 不 等 式 ( 类 )， 得 

。 rm Ds ' 

在 这 个 不 等 式 中 令 x = (i=1, 2, ,7) 

对 “< En : 
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不 难 君 出 “ 郊 rz 失 0。 否 则 。(# ) 式 将 不 成 立 .这 样 一 
来 ， 有 y 人 去 1 (4) 


[| 


由 (3) 和 (4) 得 Dr2=1 (5) 
i~} 


又 (2) 式 取 等 号 的 充 要 条 件 是 x: = 天 ai， 其 中 天 为 常数 ， 
i=1, 2, ,1 人 得 


7 “ 


由 于 根 号 前 取 负 号 使 (1) 式 不 成 立 ， 故 
Roc 
V Ta 


因此 ， 有 ri = / 2 (iw=], 2，…， 1) 
2 0? 


(以 下 同 解法 一 ， 故 略 ) 
例 22 (第 3 届 全 国 数学 冬令 营 竞赛 题 ) 
〈 认 设 三 个 正 实数 a,6， c 满 足 
(a2+ 02+c)2 S20 4 +c4) 
求证 ， a，b，c 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 。 
(i》 设 ws 个 正 实数 a,，2。，…，an 满 足 
(Caf +as+ +0)2>(n-1) (a +ot+ + of) (其 中 1 二 3》 
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求证 ， 这 些 数 中 任何 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 
长 。 

证 明 ，。(i) 由 题 设 ， 得 

2(a4+ 64+c4) — (a2+ 6b2+02)<0, 

经 化 简 分 解 因 式 得 

(a+rb+c)(a-b+ce)(at+b-ce)(a-b-c)<0 (1) 

下 面 证 明 a + b>>c，b+c>>a，c+a>b 三 者 必 同 时 成立。 
否则 ， 其 中 至 少 有 一 个 不 成 立 ， 不 妨 设 a+ b<c。 因 为 6,6> 
0， 所 以 有 ce<e，0<c。 于 是 

at+b-c<0, a-b+c=at+(c-b)>a> 0， 

a-b-c<(a-b)-(a+b)= -20<0 ， 

则 (+p+o)(e+pb-c)(o-b+c)(-b-c) 三 0 

这 与 不 等 式 (1) 了 矛盾 。 

因此 ， 必 须 同时 有 a+ 0>co，0+c>a，c+a>0。 这 就 表 
明 a，6，c 必 为 某 三 角形 的 三 条 边 长 。 

(让 ) 对 于 4a4，Q2…，an 这 ?个 正 实数 ， 任 取 三 个 ,不妨 设 
为 01，as， Gss 则 由 柯 西 不 等 式 有 


《12+12+… 十 12) 
一 一 
4 一 1 个 
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= nD tte 开 of] (2) 
由 (2) 式 及 题 设 有 (nD 《中叶 +0 + 守 "]> 


(~ 1) a! 化 简 后 得 (af + a?+g2)?>2(af +af+at) 


| 


则 由 ( 切 知 cs、q、9s 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 。 
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第 八 讲 
关于 格 点 问题 


平面 直角 坐标 系 中 ,纵横 举 标 都 是 整数 的 点 称 为 格 点 (也 
称 为 整 点 ) .近年 来 ， 在 国内 外 数学 竞赛 中 ， 常 有 关于 格 点 的 
试题 。 


一 、 分 类 问题 


我 们 不 难 知道 这 样 两 个 事实 ， 

1。 平面 格 点 可 分 为 ( 青 ， 奇 )、( 奇 ， 偶 )、( 偶 ， 奇 )、 
《个 ， 人 香 ) 四 种 类 型 ; 

2。 车 两 个 格 点 为 同一 类 型 格 点 时 , 则 它们 的 中 点 仍 为 格 
点 。 

例 1 (85 年 全 国 党 赛 题 ) 

请 设计 一 种 方法 ， 将 所 有 的 格 点 染色 ,每 一 点 染 成 白色 、 
红色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ， 使 得 ，(1) 每 一 种 颜色 的 点 出 现 
在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ，(2) 使 得 任 意 的 白 点 4 
红 点 3、 黑 点 C 总 可 以 找到 一 个 红 点 D 使 4B8CD 为 一 个 平行 
四 边 形 。 

解法 一 ”由 格 点 的 分 类 以 及 红色 点 在 三 种 颜色 中 的 特殊 
要 求 ， 设 计 染 色 方 法 如 下 ， 把 ( 奇 ， 奇 ) 型 的 格 点 染 成 白色 ， 
( 偶 ， 偶 ) 型 的 点 格 染 成 黑色 ， 其 余 的 格 点 架 成 红色 。 
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首先 ， 易 知 这 种 染色 方法 满足 条 件 (1), 下 证 这 种 染色 方 
法 满足 条 件 (2) 。 

没 任 取 的 白 点 4、 红 点 8B、 黑 点 C( 不 妨 设 点 8B 为 ( 奇 , 偶 ) 
型 的 格 点 ) 的 坐标 分 别 为 ，4 (2m+1,，2n+1),，B(2p+1， 
29)，C(2s，21)， 其 中 mm、n、pP、9、s、t 均 为 整数 。 

海 设 平行 四 边 形 44BCD 的 男 一 顶点 为 D(x，y), 由 平行 
四 边 形 对 角 线 互相 平分 的 性 质 和 中 点 坐标 公式 ， 得 

X+ (2p+1)= (2m+1)+2s, 

y+2gq= (2n+ 1)+ 2i, 

好 x= 2(m+s-—p), 

y=2(n+t—q)+1,。 

则 已 (x，2?) 是 ( 偶 ， 奇 ) 型 的 点 ， 所 染 的 颜色 为 红色 ， 

同 理 ， 若 点 如 是 ( 偶 ， 奇 ) 型 的 红 点 ， 可 证 平行 四 边 形 
ABCD 的 另 一 个 顶点 D0 是 ( 奇 ， 侦 ) 型 的 红 点 。 由 此 可 匈 , 设 
计 的 染色 方法 也 满足 条 件 (2)， 

解法 二 ”命题 组 提出 的 两 种 设计 方法 ， 也 是 按 格 点 坐标 
x，y2 的 奇偶 性 分 类 染色 ， 可 以 简明 地 表示 如 下 ， 


这 两 种 设计 符合 题 中 要 求 (1) 是 显然 的 。 对 于 要 求 (2)， 
就 任意 白 点 A(x， 1), 红 点 B(xs， ye)。 黑 点 C(xa， ys) 而 
言 ， 要 找 红 点 D(x，y) 使 48CD 为 平行 四 边 形 ， 首先 必须 
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要 4、 B、 C 三 点 不 共 绢 多 即 (xs — X1) (Ys— yi) EY ”— 


V1) (Xs — %1), 
还 要 4C、2 刀 互相 平分 ， 即 中 点 一 致 ， 亦 邵 
Xi+ Xs = Xo + %, Yi+ Ys= ys+ Y。 


这 两 点 就 是 证 明 的 要 点 。( 详 证 略 ) 

解法 三 ”考虑 更 强 的 要 求 ， 把 条 件 (1) 改 为 :“ 每 一 种 颜 
色 的 点 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 y= m(mE€2) 上 ， 
并 且 直 线 y= m 一 旦 出 现 某 种 颜色 就 无 穷 次 出 现 这 种 颜色 .” 

事实 上 ， 正 如 前 面 所 述 ， 有 平面 上 的 格 点 可 因 其 坐标 数 的 
奇偶 性 分 为 四 类 ，S1( 奇 ， 奇 )，S2( 偶 ， 偶 )，Ss( 奇 ， 偶 )， 
94( 倡 ， 奇 )。 故 可 任 取 两 类 分 别 染 白 、 黑 色 ， 剩 下 的 两 类 染 
红色 ， 得 出 Pi= 12 种 大 同 小 异 的 染色 方法 (可 理 解 为 一 种 
染 法 的 平 黎 、 旋 转 、 伸 缩 ) 比 如 ， 对 k=0,， 土 1,+ 2,…， 
我 们 把 直线 系 Y+ y= 2& 上 的 格 点 染 红 色 ， 对 直线 系 X+ y= 
2k+ 1 上 的 格 点 ， 属 Ss 的 染 白色 ， 属 :的 染 黑 色 ， 

对 每 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 y=m (m= + 1，+ 2,…)， 
当 色 为 奇数 时 ， 有 且 只 有 红 、 黑 两 色 ， 当 m 为 为 偶数 时 ,有 且 
只 有 红 、 扬 两 色 . 由 xY，m 可 取 任 意 整 数 知 ， 染 色 满足 (1) 的 
加 强 ， 

任 取 白 点 4(X4，%1)， 红 点 B(x%2，》2)， 黑 点 CCX%s, ya). 
由 于 Xs 一 Xi 与 2 一 i 总 有 不 同 奇偶 性 ，xs -Xi 与 7 一 入 都 是 
奇数 ， 故 有 


Xx 

A Xe 一 Xi V2— Y1 
X2 ye 1 | = 

和 四 陆 - 罗 扩 - 诈 


= (Xs— XK)(Ys ~ Yi) — (Xs ~ X) (2 ~ yi) 
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= 偶数 -奇数 关 0 ， 

所 以 4、B、C 三 点 不 共 线 。 再 以 4、C 的 中 点 为 对 称 中 
心 ， 作 B 的 对称 点 D(xi+%s 一 Xx2，Y1+ ys 一 y2)， 则 ABCD 
为 平行 四 边 形 。 又 因为 D 的 坐标 满 足 xp+ yp= (Xi + i+%s 
+ ya) 一 《xz+ ya) = 偶数 -偶数 = 偶数 ， 故 D 为 红 点 , 即 是 说 
这 样 的 染色 也 满足 (2)。 

注 ， 本 题 是 86 年 全 国 高 中 数学 联赛 的 最 后 一 道 ， 它 选 自 
加 拿 大 KimKin 的 《数学 一 千 零 一 夜 》， 命 题 组 作 了 些 技 术 上 
的 变更 。 通常 ， 最 后 一 题 是 难度 大 的 “把 关 题 >， 但 这 道 题 却 
有 一 种 出 人 意外 地 简单 的 解法 : 

解法 四 ”由 于 (2) 要 求 能 组 成 平行 四 边 形 ,所 以 白 、 红 、 
黑 三 色 不 能 共 线 。 又 由 于 组 成 的 平行 四 边 形 有 两 个 红 点 ， 因 
此 ， 染 色 应 尽量 多 出 现 红 点 。 注 意 到 (1) 只 对 y 轴 的 正 、 负 方 
向 有 要 求 ,所 以 我 们 可 以 方便 地 取 y 轴 上 的 格 点 相间 染 成 白 、 
黑 两 色 。 例如 (0 ，28) 染 白色 ，(0，28+ 1) 染 黑色 。 其 余 的 
格 点 全 染 红 色 。 由 于 没有 任何 一 个 红 点 在 y 轴 上 ， 故 白 、 黑 、 
红 三 色 点 不 共 线 是 显然 的 。 又 任 取 白 点 4(0，28)， 红 点 也 
(Cn, n)(m 关 0), 黑 点 C(0，2kR/+1)， 以 4,C 的 中 点 (0， 


/ 
2 二 2 上 1 ) 为 对 称 中 心 ， 作 B 的 对 称 点 D( 一 m, 2&+ 2& +1 


站 


一 2)(m 志 0 )， 则 3CD 为 平行 四 边 形 ， 且 由 已 是 不 在 y 轴 
上 的 格 点 知 ， 疙 是 红 点 ， 染 色 也 满足 条 件 (2)， 

说 明 1 ， 上 述 取 y 轴 染 白 、 黑 色 不 是 唯一 的 方 法 ， 任 何 
一 条 不 平行 于 x 轴 而 又 过 无 穷 个 格 点 的 直 线 都 可 以 代替 y 轴 。 
特别 地 ， 取 y = 土 Y 代 替 y 轴 可 满足 更 强 的 条 件 ， 每 一 种 颜色 
的 点 妓 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ， 又 出 现在 无 穷 
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多 条 平行 于 纵 轴 的 直线 上 。 

说 明 2 ， 车 不 限制 8 与 D 必 须 为 相对 顶 点， 那么 还 可 以 
在 8 的 上 上、 下方 各 找到 点 D!:，D2 分 别 组 成 平行 四 边 形 。 这 
时 人 ABC 恰 好 是 人 DDiD 的 中 位 线 三 角形 。 


二 、 整 数 解 问题 

关于 方程 (或 方程 组 ) 的 整数 解 问题 ， 实 际 上 是 求 满足 条 
件 的 格 点 问题 .反之 , 格 点 问题 也 可 以 用 有 关 整 数 解 的 理论 及 
， 方法 来 考虑 。 

例 2 〈1976 年 美国 竞赛 题 稍 加 改编 ) 

已 知 抛物 线 的 方程 为 ?= ax?+ px+c。 如 果 抛物 线 经 过 
(~1， 一 11)，(1，1) 及 (2，4) 三 个 格 点 ， 求 证 此 抛物 线 的 
顶点 也 是 一 个 格 点 。 


证 明 由 题 意 得 
-1l=a~b+tc a=—1 
J Meo- 
4=4a+2b+c, c=—4 


因为 抛物 线 的 顶点 坐标 是 《已 ，-496 一-)， 所 以 将 


5，20，5 各 值 代入 之 ， 而 和 到 本 训 所 0 (3、5) ,从 而 
证 得 本 题 结 论 成 立 。 
例 35 〈57 年 北京 市 竞赛 题 改编 ) 
试 求 满足 下 列 方程 组 的 格 点 数 ， 
,XT+Y = ye0 
PN = XI5 


解法 一 ” 当 x< 0 时 ， 由 xz?2 = 7y60>>0 知 x+ 3? 必 为 偶数 ， 
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于 是 yz+y>0， 这 与 yzi= ws<0 矛盾 ， 因 而 这 时 方程 无 


解 ， 


当 x= 0 时 ，2Y = 0 无 解 ， 则 原 方程 无 解 ， 
当 x 盖 0 时 ，22>>0， 可 取 对 数 
(x+ y)logx= 301og22 
(XY+y)togy2= 30logx 
由 此 得 〈logx)2= (logy2)2 
从 而 logx= logy2= 0 
fiogx=~ ljogy2s0 
或 者 \x+y=30 
flogx= ~logy*0 
或 者 lx+ y= 一 30 
X=1 
由 (1) 得 rE 
X= 


人 
由 (2 得。 {x4 ys0 
X= 25 X= 36 


ye 
由 (3) 得 ne _ 30, 无 整数 解 。 


X 1 X= 25 X= 36 
本 一 1 ly= 一 1 y=5:; 人 yy= 一 6。 


从 而 ， 满 足 方 基 组 的 略 点 有 4 个 。 


15 
解法 二 由 yz+ = oa5tzra 二 (60)》 = yy209 


《1) 


(3) 
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可 知 y= 土 1， 或 者 (X+ ?)2= 900， 即 Y+ y= 土 30. 

以 y= 土 1 代入 第 二 式 有 ( 土 D)zt1= 25， 则 |x|=1。 但 x 
= -~ 1 不 是 解 ， 而 x= 1，y = 土 1 是 方程 的 两 组 整数 解 

当 x+ y= -30 时 ， 由 第 一 式 得 x= y””， 再 代 回 x+ y= 
30 有 + 30y?+1=0， 此 时 无 整数 解 。 

当 x+ y= 80 时 ， 用 x= 2 代 回 原 式 ， 有 
和 +y-30=0， 即 有 y=5 及 y= -~ 6， 相应 地 x=25 及 x= 36 
又 为 两 组 整数 解 ， 故 原 方程 组 有 四 组 整数 解 : 

Xx=25 X=36 


X=1 ,X=1} 
{owt 0 一 1 se es 一 6。 


从 而 满足 方程 组 的 格 点 有 4 个 . 
例 4 (第 12 届 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 题 稍 改 ) 
求 满足 方程 
十 了 _3 
XxXyty 7 
解 ， 设 x、y 是 满足 原 方程 的 整数 ， 则 
7(X 二 yy)= 3(X2 一 %y 十 32) (1) 
令 p=X+y,q=X—y, 
则 X= (D+g), = (PD-9). 
代入 (1)， 得 整数 p、a 满 足 方程 
28p= 3(p?+ 3g2) (2) 


可 见 避 是非 负 整 数 ， 且 被 3 整除 ， 记 p=3k，& 为 非 负 整 
数 。 将 p= 3R 代 入 (2)， 得 
28k= 3(3k2+ gq?2)。 (3) 
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由 此 知 8 非 负 且 被 3 整除 ， 记 4= 3m，m 是 非 负 整 数 ， 将 8 
= 3m 代 入 (3)， 得 
28m = 271m2 + g2, 
即 m(28 一 27m) = g2。 
因为 42? 宇 0， 所 以 m(28 -27m) 宇 0， 故 m= 0 或 m=1。 
当 m= 0 时 ，p=g=0， 即 x= y=0， 但 它们 不 满足 原 方 
程 ， 
当 m= 1 时，p=9，g= 土 1， 即 X= 5，y= 4 或 X= 4，2y= 
5。 经 检验 它们 均 满 足 原 方程 。 
综 上 可 知 ， 所 求 格 点 有 两 个 ，(5,4)， (4,5)。 
例 5 〈85 年 长 沙市 竞赛 题 ) 
求证 ， 双 曲线 2x2 - 572= 7 上 不 存在 格 点 . 
证 明 ， 假 设 所 给 双 曲 线 上 有 格 点 (xo, 3》6)， 
则 5y3=2x3—7 (1) 
由 于 xo 与 yo 均 为 整数 ， 则 (1) 式 右边 2xi ~ 7 为 奇数 ， 于 
是 ?为 奇数 ， 从 而 yo 亦 须 为 奇数 。 不 妨 设 y= 2m+1 (mE 
2Z) 代 入 (1) 式 得 
5(2m+ 1)2= 2xX 和 一 7 
则 x3=2(m2+ 5mt+ 3) (2) 
由 (2) 知 ”x3 为 偶数 ， 从 而 xo 亦 为 偶数 。 
令 xo= 2n(nE2)， 代 入 (2) 得 
4n2 = 2(51m2 + 51 + 3), 
即 2n2-3=5m(m+1) (3) 
由 于 m(m + 1) 的 二 因子 中 , 必 有 一 个 为 偶数 ， 所 以 (3) 式 
右边 为 偶数 ， 而 左边 却 为 奇数 ， 故 (3) 式 不 成 立 。 这 表明 候 
设 错误 ， 从 而 原 命题 得 证 。 罗 
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” 例 6 (87 年 全 国 竞赛 题 ) 

试 证 ， 在 在 一 个 同心 回 的 集合 ， 使 得 

(1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 其 一 圆周 上 ; 

(2) 此 集合 的 每 个 回 周 上 ， 有 且 只 有 一 个 整 点 

证 法 一 问题 在 于 找到 同心 圆 的 贺 心 。 要 使 每 个 整 点 者 
在 某 一 圆周 上 ， 这 好 办 ， 只 要 以 每 个 整 点 到 加 心 的 距离 为 半 
径 作 图 就 可 以 了 。 这样， 每 个 同 周 上 都 有 一 个 整 点 。 困 难 在 
于 “只 有 ”一 个 整 点 。 因此， 我 们 要 找 这 样 的 贺 心 ， 使 得 注意 
两 个 整 点 到 圆心 的 虐 离 都 不 相等 。 换 言 之 ， 要 选择 圆心 (0， 
6)， 使 得 不 同 的 任 二 整数 对 (x4，y1) 、(xs，22) 都 不 能 满足 
等 式 


(x1— a)2+ (V6)2= (xo—a)?+ (yb)2, 
即 2(x2~x)at2(y INDO= Xi— xf+ yi- yt (*) 
(六 ) 式 的 右边 是 整数 ， 要 使 等 式 不 成 立 ， 只 须 选 择 0、 
6 的 值 使 左边 不 是 整数 。 为 此 ， 先 取 0 为 某 无 理 数 ， 而 6 为 任 
意 有 理 数 。 当 Xs 三 X! 时 ，( * ) 式 左边 为 无 理 数 ， 显 然 不 能 等 
于 右边 ; 当 xa= 时，Yo 夺 y1( 因 两 点 不 同 )， 这 时 (* ) 式 可 
约 简 为 26= ya+ yi， 右 边 仍 然 是 整 数 ， 可 取 b 为 分 母 异 于 2 
的 既 约 分 数 ， 等 式 就 不 能 成 立 。 由 此 可见 ， 满 足 题 设 条 件 的 
同心 圆 的 集合 确实 存在 .。 
证 法 二 : 假设 同心 圆 圆心 为 2(x,?)， 任 隐 整 点 A(a,0) 
和 B(ce,d)， 其 中 ae= c， = d 不 同时 成 立 。 
”因为 IPAl?= (x~a)?+(y~b)? = Xx?+ y+a2+b2~— 
2ax — 2by, 
1PBI?= (x—c)2+ (y~d)?= Xt+ y+ c+ ad?~ 20% 
~2dy。 
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所 以 ”1PAl?-1PBl?=a2~c2+b2-d2+2(c-a)x+ 
2(d ~b)y. 

又 因 a、6、c、dE€2，a=c，6=d 不 同时 成 立 ， 因 此 ， 

1IPAIl|PBI， 只 须 取 x 为 任意 无 理 数 ,y 取 任意 分 母 不 为 2 

的 韭 整 有 理 数 即 可 (或 x*、y 各 取 形 如 wm、w rn 的 最 简 非 同 


类 根 式 的 无 理 数 ， 其 中 m、nEN) .如 取 P (WV, 二) 


(或 P(VB，V3)), 则 任意 两 个 不 同 整 点 到 P(W3， 十) 


的 距离 都 不 相等 。 

把 所 有 整 点 到 忆 点 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 ri，ray， rs， 
…， 以 (VE， 二 ) 为 圆心 以 r。 ra rs， … 为 半径 作 的 
同心 圆 所 成 的 集合 即 为 所 求 。 

注 ，P 点 坐标 还 可 取 其 它 超越 数 ， 如 (xz，0)、(r，e) 等 
等 。 

证 法 三 。 设 坐标 平面 上 任 二 不 同 整 点 4 (G。b0) 和 B(c， 
d)， 分 三 种 情况 讨论 。 


(1) ac, ba, 中 点 M(2z 2， 


+d 
宇 -)，A4B 的 牌 直 平 


(2) a= ce，6sd， 中 点 M( o 2 二 4)，48 的 竹 直 平分 


线 方程 为 y= 全 


(3) axc，b=d， 中 点 办 (2,6)，48 的 垂直 平分 线 


G+c 
2 bd 


方程 为 x*= 


显然 ， 只 有 在 上 述 三 类 直线 上 的 点 才 有 可 能 到 平面 上 某 
两 整 点 的 距离 相等 . 车 取 PCVE、wV3)， 则 必然 不 在 上 
述 三 类 直线 上 , 即 PL(V3、w 3) 到 任意 两 个 不 同 整 点 的 距 
离 都 不 相等 . 

以 下 同 证 法 二 ( 略 )。 

证 法 四 : 取 点 P (V3， 志 )， 设 整 点 (0，6) 和 《ce，d) 到 
点 P 的 距离 相等 ， 则 

名 

(aa)+ (bl) = eo-va)+ (di), 


即 2(c-o) 2 =c2~atd2~- bt $b-d). 


上 式 仅 当 两 端 都 为 零 时 成 立 。 
所 以 ，c=a (31) 
Cattdi-b+3lb-d)=0 (2) 


(1〉 代 入 (2〉 并 化 简 ， 得 

cd2 b2+ $6-d)=0 
2\_ 

即 (db(d+6- 卫 )=0， 


出 于 6、d 都 是 整数 ， 第 二 个 因子 不 能 为 零 ， 因 此 b=d， 
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从 而 点 (0,6) 与 (6，d) 重 合 . 故 任意 两 个 整 点 到 P(WVE， 二) 
的 距离 都 不 相等 。 

现 将 所 有 整 点 到 忆 点 的 距离 从 小 到 大 排 成 一 列 ， di， ds， 
ds, “eo 
显然 ， 以 少 为 网 心 ， d,s dg, ds,… 为 半径 作 的 同心 圆 
所 成 的 集合 即 为 所 求 。 

注 1， 圆心 p 可 以 选 为 任何 一 个 这 样 的 非 有 理 点 (a，6)， 
其 中 w，p 之 一 为 纯 无 理 数 〈 即 是 不 含有 理 项 的 无 理 数 )， 如 
27, 小 V3 等 ， 另 一 个 为 不 等 于 二 (eE Z) 的 有 理 数 ， 因为 ， 
当 注 意 到 非 零 的 有 理 数 和 纯 无 理 数 之 积 仍 为 纯 无 理 数 时 ， 我 
们 便 可 类 似 上 述 作 法 得 到 证 明 。 因 此 ， 合 于 题 设 要 求 的 同心 
圆 的 集合 可 作 无 穷 多 个 。 

注 2， 本 题 还 可 作 如 下 扩充 ， 

问题 1 。 在 平面 上 作出 一 个 同心 圆 的 集合 ， 使 得 ，(1) 
平面 上 任 一 整 点 必 位 于 该 同心 加 集合 中 的 某 一 个 圆周 上 ， 

(2) 每 一 个 圆周 上 有 且 只 有 两 个 整 点 。 

请 证 明 你 的 作法 的 正确 性 。 

解 ， 取 点 O(w 3 六)。 

先 证 ， 对 任 一 整 点 4(4， 鸭 ， 必 存在 唯一 的 另 一 整 点 8 
(cy d)， 使 得 10'4| = 104B1. 

事实 上 ， 若 10'4| = 10’B|， 即 

(a VI)+ (bd-3 -VT)+ (dH) 

则 有 2(c-e)v 2 =c2*-a+d*~b2+(b-d). 
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于 是 应 有 人 
c2~a2+d2- b+(b-d)=0 


ee 
(d-bd+b-1)=0 


从 而 得 到 两 组 解 。 
C= C= 
中 i a 。 


第 @ 组 解 表示 (c、d) 与 (0，b) 重 合 ， 第 @ 组 解 表示 (ec， 
d) 是 异 于 (a，b) 且 满足 条 件 的 点 。 因此， 对 任 一 整 点 4， 在 
平面 上 必 存在 ( 叭 一 的 ) 另 一 整 点 8 到 O/(v 2， 光 ) 的 虐 离 相 
等 。 

将 平面 上 所 有 整 点 按 它们 与 《Ww 去 ) 的 距 高 从 小 
到 大 排 成 一 个 序列 

A,, B,, A,,B;, A,, Bs,…, i Bi;, 人 其 中 4 与 B 
到 0’ 的 距离 均 为 di(i = 1， 2， 3， 0 

于 是 ， 以 OO 为 园 心 ， 分 别 以 di， da， ds, 2 di … 为 
半径 的 同心 园 集 合 就 为 所 求 集合 

注 5， 如 同 注 1 所 述 ， 这 里 ， 我 们 还 可 取 这 样 的 O(a， 
6) 为 园 心 来 作 满足 要 求 的 同心 园 的 集合， 其 中 a，B 之 一 为 
纯 无 理 数 ， 另 一 个 为 立 (/ 为 奇数 )。 不 妨 设 a 为 纯 无理 数 ， 


B= 委 (/ 为 奇数 )。 因 为 对 任 一 整 点 4(o， 纺 ， 若 整 点 Bo， 
d) 使 得 i041 = 10'B1。 根据 <、6 的 取 值 ， 则 有 
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f a=0 
Cd-bd+b- 28)=0. 
于 是 =0 =0 
{ 或 
dumb dw ~b+2p 


当 8 = 和 (为 末 数 ) 时 ， 有 d = -0+ 28se6 ( 因 8 专 2)。 


轴 此 ， 满 足 题 设 要 求 的 同心 加 的 集合 有 无 穷 多 种 作法 。 

问题 2 。 在 平面 上 不 存在 一 个 同心 圆 的 集合 ， 使 得 :(1) 
平面 上 任 一 整 点 必 位 于 该 同心 圆 的 集合 中 的 某 一 个 圆周 上 ; 

(2) 每 一 个 圆周 上 有 县 只 有 # 个 整 点。 这 里 1 之 3，nE€ 
N. 

证 明 ， 当 n= 3 时 ， 显 然 ( 至 少 ) 在 过 三 个 整 点 的 同心 圆 的 
集合 中 最 小 的 一 个 圆 的 圆周 上 ， 整 点 只 能 是 相 邻 的 四 个 整 点 
(a，b0) (+1，0)，(C+1，pD+1)，(G，pD+1)。 这 时 圆心 必 


为 (o+ 于， b+ 去 )， 其 中 a， beZ. 否则 ， 圆 内 必 有 其 它 


/不 在 任何 圆周 上 的 ) 整 点 ,这 与 题 意 不 合 ， 说 明 n = 3 时 ,不 存 
在 合 于 题 意 的 同心 圆 的 集合 。 


当 n= 4 时 ， 虽然 以 (e+ 二 ,b+ 寺 )(@、 5E2Z) 为 圆心 ， 以 
n= 02 为 半径 的 (最 小 的 ?加 上 有 4 个 整 点 ， 但 以 re = 


2 为 半径 的 (次 小 ) 加 上 就 有 8 个 整 点 ， 仍 不 合 题 意 ， 所 以 
n= 4 时 不 存在 合 于 题 意 的 同心 回 的 集合 。 
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当 n 之 5 时 ，nEN 时 ， 因 为 合 于 题 意 的 两 个 条 件 的 最 小 


图 都 不 存在 ， 所 以 ， 当 ">>5 时 ，2aEN 时 也 不 存在 合 于 题 意 
的 同心 圆 的 集合 ， 


3)。 


AC 的 中 点 ， 所 以 有 


注 4 ， 命 题 2 表明 命题 1 不 能 再 扩充 了 。 


三 、 格 点 多 边 形 
顶点 都 是 格 点 的 多 边 形 称 为 格 点 多 边 形 、 

例 7 〈78 年 江苏 省 竞赛 题 稍 加 改编 ) 

已 知 正 方形 的 一 个 顶点 为 4(-4，0)， 它 的 中 心 为 六 (0， 
求证 此 方形 是 一 个 格 点 正方 形 。 

证 明 ， 如 图 8-1。 

没 c 点 的 坐标 为 (Xe，Jyo)。 
因为 中 心 是 正方 形 对 角 线 


因而 正方 形 顶 点 C 的 坐标 是 (4，6)。 
又 由 于 正方 形 的 顶点 在 以 P 为 贺 心 , 以 了 A 为 半 色 的 圆周 


上 ， 而 且 正 方形 的 顶点 8 和 DD 必 在 过 Pf 点 且 垂 直 于 pA 的 直线 


上 。 


显然 氏 ea= 人，|P4| = V 开 + 吾 =5。 


272 


因此 [x?+ 《y-3)?*=25 


4 
-3 3 


X=3 X=—3 
网 -1 ， 


则 正方 形 另 两 个 顶点 是 B(3，- 1 和 D( -3，7)。 

综 上 得 知 正方 形 4B8CD 是 格 点 正方 形 . 

例 8 (第 38 届 美国 中 学 数学 竞赛 (4 且 SME ) 试 题 ) 

和信 4BC 是 一 个 格 点 三 角形 。 顶 点 4 的 坐标 是 (0，0), 顶 
点 8 的 坐标 是 (36，15)。 则 入 4BC 面 积 的 最 小 值 可 能 是 


04) 去， (B)1， (C)2， (D) 党 ， ( 互 ) 无 最 小 值 。 


解 ， 设 顶点 C 的 坐标 为 (x，2)， 那么 C 到 4B 的 距离 证 


15x - 12y| 就 是 三 角形 的 高 ， 要 最 小 。 因 为 要 求 x*<、y 都 是 整 
数 ， 所 以 15x - 12y| 应 该 是 正 整 数 ， 最 小 是 1， 这 是 可 能 的 。 
如 x=5，y=2， 或 x=7，y=3。 那 么 三 角形 的 最 小 面积 是 
1 .39,. 工 -3. 

2 13 2 

因此 ， 应 选 答案 (C )。 

例 9 《第 20 届 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 ) 

证 明 ， 在 坐标 平面 上 不 能 绘 出 一 个 凸 四 边 形 ， 使 得 其 一 
条 对 角 线 的 长 是 另 一 条 的 两 倍 ， 且 对 角 线 间 夹 角 为 45"， 而 
四 边 形 各 顶点 坐标 均 为 整数 ( 即 为 格 点 四 边 形 )。 

证 明 。 假 设 在 坐标 平面 上 可 绘 出 满足 题 设 条 件 的 凸 四 边 
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形 4BCD， 其 各 顶点 的 坐标 均 y 
为 整数 ( 即 为 格 点 四 边 形 )， 如 
人 


已 知 | 4C|=218DI, 4C 让 
与 BD 间 的 夹 角 为 45°. AAAb 
如 图 8-2。 作 AE 42BD， > 
则 点 也 是 格 点 且 , 人 和 CAE = " 
45” 。 由 余弦 定理 有 (图 8-2) 
ICE |?= |AC|2+ | AE|2~2| ACI| AE|cos45° 

即 ICE|2=|ACI:+18DI:-2v31BDE. 
易 知 ， 整 点 间 的 距离 的 平方 是 整数 ， 于 是 上 面 等 式 的 左 端 为 
整数 ， 而 右 端 为 无 理 数 ， 这 一 矛盾 表明 假设 不 成 立 ， 因 而 原 
命题 得 证 。 


四 、 其 它 有 关 问 题 . 


例 10 (78 年 兰州 市 竞赛 题 ) 

一 质点 从 坐标 原点 O(0，0) 开 始 ， 要 移动 到 点 4(3，7) 
去 。 假 如 其 移动 方式 类 似 于 象棋 中 “过 河 卒 2 的 走 法 ， 即 只 能 
沿 坐 标 线 走 ,而 不 能 走 坐 标 格 的 对 角 线 ,又 规定 其 移动 方向 只 
能 向 右 或 向 上 ， 试 问 ， 质 点 从 O 移 动 到 4 共有 多 少 种 不 同 途 
径 ? 

解 ， 因 为 规定 其 移动 方向 只 能 向 右 或 向 上 ， 所 以 由 O 点 
至 某 一 格 点 ， 只 能 经 由 左 、 下 相 邻 两 格 点 。 故 由 O 点 至 某 一 
线 点 的 不 同 途径 数 就 必然 是 由 O 点 至 其 左 、 下 相 邻 两 格 点 的 
不 同 途径 数 之 和 。 例 如 ， 由 点 O 至 (1，1) 点 ， 那 么 只 能 经 由 
(1，1) 点 的 左 邻 格 点 (0，1) 及 下 邻 格 点 (1，0)， 而 由 CO 点 至 
(0，1) 点 及 (1，0) 点 都 各 仅 有 一 种 途径 ， 故 由 9 点 至 (1，1) 
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点 的 途径 数 就 为 二 者 之 和 ， 即 等 于 2 。 如 此 类 推 ， 可 得 由 原 
点 O 至 每 一 格 点 的 不 同 途 径 数 。 现 注 明 在 图 38-3 中 的 各 格 点 处 
(此 即 为 二 项 式 系数 图 )。 故 由 O 点 移动 到 4 点 共有 120 种 不 同 
途径 。 

注 ， 此 题解 法 不 难 推广 ， 由 点 (0，0) 到 点 (m，7) 共有 
Cr = Ci = “WW 人 上- 种 不 同 途 径 ， 


例 11 (79 年 黑龙 江 省 竞赛 题 ) 

将 全 部 正 整 数 对 ， 按 如 下 
所 示 利 头 方向 依次 编号 ， 每 一 
数 对 的 编号 数 写 在 该 数 对 的 前 
面 。 例 如 6(1，3) 表 示 数 对 (1， 
3) 的 编号 数 为 6。 问 数 对 (p， 
gq)(p，g 为 正 整数 ;区 编号 数 是 
' 多少? 数 对 (100，99) 的 编号 
数 是 多 少 ? 
1(1, 1)—2(1, 2) 6(1, 3 


3(2, 1) 5(2, 2) 8 (2,3) 
l 及 
4(3, 1) 9(3，2) 13(3, 3) {3,4) (3, 5)» 
x 
10(4, 1) 12(4,2) (4, 3) (4, 4) (4。5)，…w。 
， 
11(5，1) (5，2) (5, 3) (5, 4) (5, 56)... 
解 ， 设 (5、9) 的 编号 数 为 fp， 显然 ?等 于 编号 数 不 大 于 % 
的 数 对 的 个 数 。 
如 图 几 ， 数 对 (p,q) 在 第 p 行 第 9 列 的 位 置 上 。(p，9) 的 
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右上 方 及 左下 方 的 相 邻 数 对 分 别 为 (p~1，g+1) 及 (p+1， 
4-1)。 这 三 个 数 对 的 位 置 特征 是 : 在 同一 斜 边 ) 上 上， 其 数量 
特征 是 每 一 数 对 中 两 数 之 和 均 为 定 值 p+ 8。 不 难看 出 :一 个 
数 对 是 否 在 ! 上 ， 取 决 于 它 的 两 数 之 和 是 否 为 了 +9。 于 是 ,在 
‘上 位 于 第 1 行 之 数 对 为 (1，p+9-1); 位 于 第 1 列 的 数 对 
为 (pt+tq~1，1). 

从 图 表 易 见 ， 编 号 数 不 大 于 1 的 数 对 由 两 部 分 组 成 ; 

第 一 部 分 是 ;左上 方 (不 包含 4)“ 三 角 块 2 内 的 全 部 数 对 ， 


1+2+3+…+(p+9-2)= 


(P+9~1)(pP+Q~ 2) 人 
2 (个) 


第 二 部 分 是 ! 上 编号 数 不 大 于 ”的 全 部 数 对 。 其 个 数 分 两 
种 情况 讨论 ， 

( 1 ) 当 p+ 9 为 奇数 时 ， 由 于 编号 方向 是 (1，p+a~1) 
向 (pp，9) 的 ， 所 以 (2、4) 是 ! 上 按 箭头 方向 的 第 2 个 数 对 

(2 ) 当 p+9 为 偶数 时 ， 由 于 编号 方向 是 自 (p+9-1,1 
疝 (p，9) 的 ， 故 (p，9) 是 ! 上 按 租 头 方向 的 第 g 个 数 对 。 

综 上 可 得 
(P+g~1)(p+a- 2) | y 

2 


人 
了 (D+9g 为 奇数 ) 
其 中 r={ 


9 (D+9 为 偶数 ) 
当 p = 100，4 = 99 时 ， 代 入 上 式 得 


六 = 1 + 100= 19603。 


即 数 对 (100，99) 的 编号 数 为 19603、 
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关于 染色 问题 


染色 问题 是 组 合 数学 中 的 一 大 课题 ， 在 许多 问题 中 ， 为 
了 构造 不 变量 ， 往 往 采用 染色 的 方法 ， 就 所 研究 的 对 象 进行 
分 类 ， 每 一 类 就 出 一 种 颜色 的 对 象 所 组 成 。 由 于 近年 来 各 种 
数学 竞赛 中 广泛 出 现 这 类 试题 ， 因 而 染色 问题 成 为 了 热门 课 
题 ， 吸 引 了 成 千 上 万 的 师 生 去 研究 它 。 


一 、 两 种 颜色 的 染色 问题 


借助 两 种 不 同 的 颜色 ， 将 研究 的 对 象 分 为 两 类 ， 通 过 探 
讨 有 关 性 质 ， 进 而 得 出 问题 的 解答 ， 这 是 我 们 常常 采用 的 方 
法 .. 

例 1 (第 24 届 国际 竞赛 题 ) 

设 A4BC 是 等 边 三 角形 ，E 是 由 线段 BC、CA 和 AB 上 一 
切 点 (包括 点 4、B8.C) 所 组 成 的 集合 . 问 对 EE 的 任 一 分 为 两 个 
不 相交 子 集 的 划分 来 说 ， 是 否 
至 少 存在 一 个 子 集 ， 其 中 包含 
某 一 直角 三 角形 的 三 个 顶点 ? 
证 明 你 的 结论 。 

证 明 : 借助 红 、 蓝 二 色 ， 
把 问题 转化 为 如 下 形式 ; 将 
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中 的 点 染 成 红色 或 蓝 色 ， 证 明 一 定 存在 一 个 直角 三 角形 ， 三 
个 顶点 的 颜色 相同 。 

事实 上 ， 如 图 9-1. 

在 边 4B、BC、C A 上 分 别 取 点 P、Q、R 使 4P:PB= 
BQ:QC=CR:RA= 2, 则 有 PQ AB, QRA1BC, RPL 
CA., 

因为 点 集 妃 中 的 点 染 成 了 红色 或 蓝 色 ， 据 抽 履 原则 知 ， 
了 、Q@、R 三 点 中 至 少 有 两 点 同色 ， 不 妨 设 R、Q 为 红色 、 

(1) 如果 BC 边 上 ， 除 Q 点 外 还 有 红色 点 XX ,那么 RQX 组 
成 红色 项 点 的 直角 三 角形 。 

《2 ) 如 果 BC 边 上 除 Q 点 分 没有 红 点 ， 则 B 点 为 蓝 点 。 了 又 
车 AB 边 上 除 B 点 外 还 有 获 点 六 , 则 作 ZM_LBC，? 为 垂 足 ， 
显然 术 不 同 于 Q ,三 角形 了 BM 为 蓝 色 项 点 的 直角 三 角形 ， 再 
车 A4B 边 上 除 B 点 外 都 染 以 红 点 ， 这 时 作 RZ 4B3，2 为 蛋 
是 ， 则 RAZ 为 红色 顶点 的 直角 三 角形 。 

例 2 (第 26 届 国际 竞赛 题 ) 

1b 为 正 整数 ,整数 RE 与 " 互 素 ，0<R<H， 由 1，2，…， 
(人 -1) 组 成 的 集 记 为 好 ， 杂 中 的 每 个 数 当 上 蓝 、 白 二 色 中 的 
一 种 ， 染 法 如 下 : 

(I) 对 及 中 的 每 个 ，; 和 (2 疙 同色 ， 

(2 ) 对 必 中 的 每 个 :，i2<h，i 和 |i 一 &| 同 色 。 

求证 : 以 中 所 有 的 数 必 为 同色 ， 

证 明 ， 若 i 是 整数 ， 记 f( 让 是 i 被 n 除 后 的 余数 ， 

Mi= gn+f(i), 0<f() <n, 
(其 中 g 是 整数 ， 可 以 是 人 负 的 ) 
我 们 把 对 的 染色 ， 扩 充 为 对 所 有 整数 的 染色 ， 方 法 如 
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下 : 

@@ 数 0 与 数 k 染 同色 ， 

加 数 : 与 数 帮 站 染 闻 色 。 

现在 证 明 , 这 样 把 染色 扩充 后 , 仍 满足 原 题 中 ( 1 ) 和 ( 2 ) 
的 规定 。 

因为 n-i=n~gn-f(i)= ~gnt+ {Cn~-f(i)), 

所 以 ni 与 ~ 了 (i) 染 同色 ， 按 原 规 定 (1)， 忠 与 1( 让 染 
同色 ， 故 与 : 染 同 色 。 从 而 满足 原 规 定 ( 1 )。 

又 因 一 i 与 7~ (一 1) =#+i 染 同色 ，n +1 与 1(;) 染 闻 色 ,与 
1 染 同 色 ， 

|i-kl=|gn+f(i)—k)=|lgn)l + 1f(0i) ~—R|| 

所 以 |i 一 8| 与 |f(i) ~&| 染 同色 。 按 原 规 定 ( 2 )， 又 与 f 
(沾染 同色 ， 吕 与 : 染 同色 。 因 此 也 满足 原 规 定 ( 2 ). 

出 于 一 1 与 ? 染 同色 ， 因 此 i 一 & 与 8 i 染 同 色 , 从 而 |i~ | 
与 i- 上 染 同 色 ， 即 i 与 i~-k 染 同色 。 

由 此 推出 jg，2kR，3k，…，(n 一 1)k 都 染 闻 色 。 

因为 与 9 互 素 ， 所 以 当 办 取 遍 1，2, …，% 一 1，f(k),，1 
f28)，-…，fL(n~1) 忆 和 怡 是 人 ={1,2,3，…，7# 一 1} 中 n 一 
个 不 同 的 数 ，f(&) 与 8 同色 ，f(2&) 与 48 同色，…， 因 此 ， 
1R)，f(28)，… ,fCCn 一 +) 亦 都 染 同 色 。 从 而 推出 衣 中 所 
有 有数 都 染 同 色 ， 

例 35 〈 第 27 届 国际 竞赛 题 ) 

平面 上 有 限 个 点 构成 一 个 集合 ， 其 中 每 个 点 的 坐标 为 整 
数 。 本 不 可 以 把 此 集合 中 某 些 点 染 成 红色 ， 而 其 余 的 点 染 成 
白色 。 使 得 与 纵 、 横 坐标 轴 平 行 的 任 一 条 直线 i 上 所 包含 的 
红 、 和 据点 的 个 数 至 多 相差 一 个 ? 
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解 , 为 了 叙述 方便 ， 我 们 把 与 纵 、 横 坐标 轴 平 行 的 直线 
分 别 简称 为 纵 、 横 线 ,把 符合 要 求 的 染色 简称 为 染 好 色 。 只 有 
一 个 点 时 ， 显 然 可 以 任意 染色 .也 很 容易 想象 可 以 染 好 色 的 
其 它 特例 ， 却 很 难 想象 一 个 反例 ， 因 此 ， > 
的 答案 是 肯定 的 ， 

题目 只 问 可 不 可 以 染 好 色 ， 并 不 问 怎样 染 法 .不 妨 假设 
点 数 少 于 4% 时 可 以 染 好 色 ， 进 面试 证 % 个 点 也 可 以 染 好 色 。 这 
样 ， 比 具体 考虑 * 个 点 怎样 染色 可 能 容易 得 多 。 这 就 是 说 我 
们 可 以 用 数学 归纳 法 来 试 证 上 述 猜想 。 

我 们 首先 注意 到 一 个 明显 的 事实 ， 染 好 色 的 纵 线 或 模 线 
上 的 点 如 果 有 偶数 个 ， 那 就 一 定 是 红 、 白 点 各 占 半 数 ， 而 如 
果 有 奇数 个 点 ， 那 就 是 红 点 多 一 个 或 白 点 多 一 个 ， 

于 是 ， 我 们 把 可 能 情况 分 成 两 种 来 考虑 。 第 一 是 至 少 有 
一 条 纵 线 或 横 线 ! 上 含有 奇数 个 点 ,把 其 中 一 点 D 暂 时 除外 ，! 
线 上 还 有 偶数 个 点 (包括 没有 点 的 情形 ， 下 同 )， 连同 其 它 的 
点 共 ?- 1 个 ， 接 归纳 假设 可 以 染 好 色 。 这 时 ! 上 除 p 外 的 偶数 
个 点 红 、 白 各 占 半 数 ， 如 果 p 所 在 的 另 一 条 线 /( 模 线 或 纵 线 ) 
红 点 和 和 白 点 也 同样 多 ，p 就 可 以 任意 染色 ; 如果 1 的 红 ( 或 白 ) 
点 多 一 个 ，p 就 染 白 (或 红 ) 色 。 这 样 ， 所 有 ?个 点 都 染 好 色 
7 了 。 

第 二 种 情况 是 所 有 纵横 线 上 都 含有 偶数 个 点 。 把 一 条 纵 
线 m 上 各 点 暂时 除外 ,其 余 的 点 按 归纳 假设 可 以 染 好 色 .显然 
全 部 点 数 * 和 除外 点 数 都 是 偶数 ， 所 以 这 时 染色 点 数 也 是 偶 
数 ， 并 且 各 纵 线 ( 除 m 外 ) 红 、 白 点 同样 多 ， 而 横 线 有 两 种 :一 
种 不 含有 m 上 的 点 ， 所 有 红 白 点 也 同样 多， 又 一 种 含有 mw 的 
一 个 点 ， 其 它 已 染色 的 点 数 是 奇数 ， 所 以 红 点 多 一 个 或 白 点 
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多 一 个 ， 并 且 红 点 多 的 横 线 和 白 点 多 的 横 线 条 数 相等 一 一 因 
为 所 有 已 染色 的 红 、 白 点 数 相 等 。 那么 ，m 中 在 红 点 多 的 横 
线 上 的 点 可 以 沼 白 色 ， 在 白 点 多 的 横 线 上 mm 中 的 点 可 以 染 红 
色 。 这样，m 中 红 、 白 点 个 数 也 相等 ,所 以 % 个 点 就 都 染 好 色 
了 。 

既然 ?= 1 时 可 以 染 好 色 ， 由 数学 归纳 法 原理 ， 我 们 的 猜 
想得到 证 实 。 

注 : 由 上 面 作法 可 知 ， 题 设 “ 其 中 每 个 点 的 坐标 为 整数 ” 
可 以 省 去 . 

例 4 (首届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 竞 赛 题 ) 

用 任意 的 方式 给 平面 上 的 每 一 个 点 染 上 黑色 或 白色 , 求 
证 ， 一 定 存在 一 个 边 长 为 1 或 v3 的 正三 角形 ， 它 的 三 个 顶 
点 是 同色 的 。 

证 明 : 我 们 考察 平面 上 任意 一 条 端 点 不 同色 的 线段 4B， 
设 A 为 黑色 ，B 为 白色 ， 以 4B 为 底 边 作 一 个 腰 长 为 2 的 等 腰 
三 角形 4BC( 图 9 一 2)， 则 无 论 C 为 何 色 ， 必 有 一 腰 的 两 端 不 
同色 ， 我 们 设 C 为 白色 ， 则 4 和 (C 不 同色 。 

以 AC 为 最 长 的 对 角 线 作 一 正六 边 形 4DECFG， 则 AC 
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的 中 点 必 与 4、(C 基 点 同色 ， 不 妨 设 .4 为 黑色 ，C 为 白色 ，O 
为 黑色 。 (图 9 一 3) 
( 1 ) 若 正六 边 形 六 个 顶点 与 0 点 连 成 的 六 个 正三 角形 中 
有 一 个 三 角形 三 顶点 同色 ， 则 本 题 得 证 ; 
(2 ) 若 上 述 六 个 正三 角形 没有 一 个 三 角形 的 三 个 顶点 同 
色 ， 则 DD 和 GG 必 为 白色 ， 于 是 C.D、G 构 成 一 个 以 V3 为 边 长 
的 正三 角形 的 三 项 点 ， 且 三 项 点 同色 ， 则 本 题 也 得 证 。 


二 、 多 种 颜色 的 染色 问题 


例 5 (第 28 届 国际 竞赛 候选 题 ) 

证 明 ， 存 在 一 种 给 集合 M = {1，2，…，1987} 涂 上 四 色 
的 方法 ， 使 得 任何 一 个 由 对 的 元 素 组 成 的 10 项 等 差 数列 都 不 
是 单 色 的 . 

证 明 ， 集合 必 涂 上 4 色 的 方法 数 等 于 41937. 设 4 是 由 对 中 
的 10 个 元 素 组 成 的 等 差 数 列 的 个 数 ， 含 有 一 个 单 色 的 10 个 元 
素 组 成 的 等 差 数列 的 涂 色 个 数 小 于 4 4。42887-10。 如 果 证 得 
4。41887-9<< 41887， 即 4<48， 则 命题 的 性 质 得 到 满足 。 

事实 上 ， 若 数列 的 首 项 是 AP， 公 差 为 d， 则 1 和 Rs1987 


且 d< [ 2887 =“]， 因 此 


A= [1987- -<1986+ 1985+ :+.9 
9 


5 10。.911 
_ 1995 1978 2 a 


这 正 是 所 需要 的 ， 
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注 ， 此 例 的 等 价 说 法 为 

设 M={1，2，3，…，1987}, 证 明 存 在 着 函数 f: MM 
一 >{(1，2，3，4}， 它 在 由 寻 的 元 素 组 成 的 任何 一 个 10 
项 等 差 数列 的 项 构成 的 集合 上 不 为 常数 。 

例 6 《〈 第 12 届 全 俄 中 学 生 数学 竞赛 题 ) 

在 无 限 宽广 的 方 格 纸 上 的 每 一 格 , 任 意 涂 上 给 定 的 (9 之 
2) 种 颜色 中 的 一 种 .求证 ;总 可 找到 四 个 同色 的 方 格 ， 以 其 中 
心 为 某 矩 形 的 顶点 ， 且 该 矩形 的 边 与 纸 上 的 方 格 的 边 平行 。 

证 明 ， 我 们 考虑 长 ( 横 ) 为 充分 大 ， 宽 ( 竖 ) 为 8+ 1 格 的 
水 平 带 状 区 域 ， 即 区 域 上 每 一 纵 列 有 2#+ 1 格 。 由 于 给 定 的 颜 
色 为 " 色 ， 所 以 每 列 上 出 现 的 颜色 不 超过 z* 色 .根据 抽 慑 原则 ， 
每 列 中 同色 的 方 格 不 少 于 2 个 。 由 于 带 状 区 域 的 列 数 是 无 限 
的 ， 而 且 每 列 格子 上 涂 色 的 方式 却 是 有 限 的 ， 因 为 这 种 与 颜 
色 有 关 的 不 同 排列 是 rn+!( 每 一 格子 有 "种 颜色 可 选择 )。 再 
次 根据 抽 居 原则， 于 是 在 (rx+1) x (t+1) 的 方块 中 一 定 
存在 两 列 的 涂 色 方式 是 相同 的 。 因 此 ， 可 在 这 两 列 中 找到 四 
个 (每 列 两 个 ) 同 色 的 格子 ,以 其 中 心 为 顶点 的 四 边 形 是 矩形 ， 
且 它 的 边 与 纸 上 方 格 的 边 平行 。 

例 7 (第 19 届 全 苏 中 学 生 竞赛 题 ) 

在 正 ? 边 形 中 ， 要 求 其 每 条 边 及 每 条 对 角 线 都 染 上 任 一 
种 颜色 ， 使 得 这 些 线段 中 任意 两 条 有 公共 点 的 是 染 不 同 颜色 
的 。 为 此 ， 至 少 要 有 几 种 颜色 ? 

解 ， 如 图 9-4， 

泛 察 正 n 边 形 的 边 48, 4C、 对 角 线 BC 以 及 由 4 引 出 的 
所 有 对 角 线 共有 # 条 线段 ， 其 中 每 两 条 都 有 公共 点 。 于 是 , 它 
们 必须 染 上 不 同 的 颜色 ， 所 以 需要 的 颜色 不 少 于 "种 。 
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那么 ,n 种 颜色 是 否 足够 了 ? 当 #= 3 时 ,答案 显然 是 肯定 
的 。 当 ?> 3 时 ， 边 和 对 角 线 之 间 有 平行 的 ， 可 以 染 上 相同 
颜色 。 如 能 证 明 上 述 4 条 线段 以 外 的 其 它 边 和 对 角 线 的 每 一 
条 都 平行 于 上 述 x% 条 线段 之 一 ,问题 也 就 解决 了 . 


A EC a 


(图 9-4) (图 9-5) 


事实 上 , 作 正 ? 边 形 的 外 接 圆 0( 如 图 9-5) . 设 MN 是 另外 
一 条 边 或 对 角 线 . 若 MV BC， 则 结论 已 明 ; 车 MN 二 BC， 
则 过 -4 引 直线 {平行 于 MN , 交 〇 OO 于 另 一 点 到 (1 不 能 是 切线 ， 
否则 !/ BC， 从 而 MN BC， 矛盾 ). 于 是 ,，KIN = ApM 
含有 一 边 所 对 劣 缴 的 整数 倍 , 所 以 K 也 是 正 n 边 形 的 项 点 ， 即 
4 天 是 由 .44 发 出 的 边 或 对 角 线 。 由 上 可 知 ，?# 种 颜色 已 足够 ， 


三 、 不 变 最 

所 谓 不 变量 ， 就 是 描述 某 系统 的 状态 并 在 全 过 程 中 保持 
不 变 的 量 。 由 于 完全 了 解 这 一 系统 自身 的 状态 的 变化 过 程 ， 
一 般 说 来 是 件 复杂 事情 ， 有 时 可 以 借助 不 变量 的 计算 来 解决 
问题 ， 

例 8 (第 6 届 国 际 竞 赛 题 ) 

17 个 科学 家 中 的 每 一 个 和 其 他 人 都 通信 。 在 他 们 的 通信 
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中 仅仅 讨论 三 个 题目 ， 而 任 两 个 科学 家 仅仅 讨论 一 个 题目 。 
证 明 ， 其 中 至 少 有 三 个 科学 家 ， 他 们 的 互相 通信 中 讨论 的 是 
同一 个 题目 。 

证 明 ， 将 科学 家 用 点 4o，A,，…，A1v 表 示 , 每 两 点 
之 间 连 一 条 棱 ， 如 果 讨 论 的 是 第 一 个 题目 ,相应 的 棱 染 红色 ， 
讨论 的 是 第 二 个 题目 ， 则 染 黄 色 ， 第 三 个 题目 染 蓝 色 ， 

自 -4o 引 出 的 棱 有 16 条 ， 根 据 抽 懂 原 则 ， 其 中 至 少 有 六 
条 是 同 -- 颜 色 。 设 4o4，4o4，4043，40o44，40o4p， 
-40 .4 为 红色 。 

考虑 以 4 ，42，4s，44，45，-4o 为 顶点 的 所 有 的 楼 ， 
如 果 有 一 条 是 红色 的 ， 比 如 4 4s 是 红色 的 ， 则 Ao, 4，-4a 
三 人 讨论 的 是 同一 个 题目 ， 如 果 414,( 1 <i<ji<6 ) 中 没 
有 一 条 边 是 红色 的 ， 问 题 就 变 为 :“ 如 果 六 个 点 间 的 所 有 核 用 
黄 、 蓝 二 色 去 染 ， 则 一 定 有 一 个 同色 的 三 角形 ” 亦 即 三 人 讨 
论 同 一 个 题目 ， 

在 4.4,，A1As，A1A4，A,As，A1A6 这 五 条 楼 中 ,由 
于 只 有 两 种 颜色 ， 则 至 少 有 三 条 楼 的 颜 色 相同 ， 设 4\ 4，， 
44s,，，A.A4 染 有 黄色 ,车 在 A4，24，，4,A4，434; 三 条 
棱 中 如 有 一 条 是 黄色 ， 则 完成 证 明 ， 车 都 为 蓝 色 ， 则 A4 
-4as444 为 蓝 色 三 角形 ， 亦 证 明了 命题 的 结论 . 

例 9 (第 21 届 国际 竞赛 题 ) 

一 棱柱 以 五 边 形 4, 4，AsA,A5 与 B.B2BsB4Bs 为 上 、 下 
底 ， 这 两 个 多 边 形 的 每 一 条 边 及 每 一 条 线段 4iBiG，7= 1 
2,3,4,5) 均 涂 上 红色 或 绿色 ， 每 一 个 棱柱 顶点 为 项 点 的 、 以 
已 涂 色 的 线段 为 边 的 三 角形 均 有 两 条 边 颜色 不 同 。 证 明 :上 、 
下 底 10 条 过 颜色 一 定 相同 。 
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证 明 ， 首先 证 明 上 底 的 五 条 边 颜色 完全 相同 。 

如 果 上 底 的 五 条 边 颜色 不 完全 相同 ， 那 么 必 有 两 条 相 邻 
的 边 颜 色 不 同 ， 不 妨 设 4, 4 是 绿色 的 ，4,4s 是 红色 的 ， 

自 女 ,引出 五 条 线段 41.B1!，A1Bs,，A1Bs，A.Bs, AiBs 
中 ， 至 少 有 三 条 有 相同 的 颜色 ,这 三 条 线 段 的 端点 ;中 必 有 
两 个 相 邻 ， 不 妨 设 A41B;,，A1Bs 均 为 绿色 ， 那 么 了 ,82 必 为 红 
色 。 但 由 和 八 31A14s 推 出 428, 为 红色 ， 由 八 B，。4,4s 推 出 A 
Bs 也 为 红色 ， 这 时 得 仿 42B1B; 的 三 条 边 都 是 红色 的 ， 与 已 
知 条 件 了 矛盾。 这 就 证 明了 上 底 的 五 条 边 的 颜色 必 相 同 . 

网 理 可 证 下 底 的 五 条 边 的 颜色 也 相同 . 

现在 来 证 明 ， 上、 下 底 的 颜色 必须 是 同样 的 。 

和 否则， 上、 下 底 的 颜色 不 同 . 不 妨 设 上 底 的 五 条 边 全 是 
绿色 ， 下 底 的 五 条 边 全 为 红色 。 

前 述 中 设 A,8,、A1Bs 颜 色相 同 ， 由 于 B1Bs 是 红色 的 ， 
A1B;,、A.Bs 都 必须 是 绿色 的 ， 与 前 面 的 证 明 完全 一 样 ， 
人 B1414,，， 八 B,A41A;、 八 A2B1Bs 中 必 有 一 个 三 条 边 是 同 
一 颜色 的 三 角形 ， 而 与 已 知 条件 矛 盾 ， 

所 以 ， 上 、 下 底 10 条 边 的 颜色 一 定 相同 。 

例 10 〈 第 二 届 东 北三 省 数学 邀请 赛 试题 ) 

有 1987 片 玻璃 片 ,每 片上 涂 有 红 、 黄 、 蓝 三 色 之 一 ,进行 下 
列 操作 :将 不 同 颜色 的 两 块 玻璃 片 擦 净 ,然后 涂 上 第 三 种 颜色 
(例如 将 一 块 蓝 玻璃 片 和 一 块 红 玻 璃 片上 的 红色 与 蓝 色 擦 掉 ， 
然后 在 两 片上 涂 上 黄色 ) .证 明 : (1) 无 论 开 始 时 红 、 黄 、 蓝 
色 玻 璃 片 各 有 多 少 片 ， 总 可 以 经 过 有 限 次 操作 而 使 所 有 的 玻 
璃 片 涂 有 同一 种 颜色 ，(2) 最 后 变 成 娜 一 种 颜色 ,与 课 作 顺序 
无 关 . 
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解 ， 设 红 片 、 黄 片 和 蓝 片 的 数目 分 别 为 Xx?、y、2.%,y,2 
被 3 除 后 的 余数 中 必 有 两 个 是 相等 的 。 

事实 上 ， 不 妨 设 x=3a+ 1，y=30+ 2，2=8c, G,b,c 
为 整数 ， 又 x+y+2=3(a+D+c+1l)s1987, 显 然 是 矛盾 的 . 
这 说 明了 x，y，2z 可 由 下 式 表 示 ( 这 里 可 假设 y，z 是 除 3 同 余 

的 ): 

; X= 30+1m, y=3b+n, z=3c+1。 
比较 一 下 y 和 2 的 大 小 ， 不 妨 设 Cc 之 48。 
车 c=0， 本 题 得 证 。 
若 c>0， 于 是 取 黄 片 325+ ?， 取 蓝 片 32 + 2， 按 规则 操作 
得 证 片 数 为 3a+ 62+ 纪 + 28， 黄 片 为 零 ， 蓝 片 为 3(c- 总。 

接着 ， 各 取 红 片 、 蓝 片 1 ， 产 生 2 片 黄片 ;再 各 取 蓝 片 、 
黄片 2 ， 产 生 4 片 红 片 ， 于 是 红 片 数 为 34 + 60+ m+2n+3， 
黄片 为 零 ， 蓝 片 为 3(c- 8- 1). 如 果 c-5~ 1=0 本 题 得 
证 ， 否 则 类 似 再 操作 hk 次， 直至 c-b- 1 -k= 0， 

最 后 ， 所 有 玻璃 片 都 涂 上 了 红色 。 

很 明显 ， 最 后 产生 1987 个 红 片 ， 不 是 偶然 的 ， 完 全 是 因 
为 红 片 数 除 以 3 的 余数 和 别 的 色 片 数 的 不 同 ,不 论 如 何 操作 ， 
都 不 可 能 改变 三 者 的 余数 之 间 的 关系 ， 即 两 个 相等 而 异 于 第 
三 个 ， 故 最 后 变 成 哪 一 种 颜色 ， 与 操作 顺序 无 关 。 

例 11 《〈88 年 四 川 省 竞赛 题 ) 

给 定 一 个 由 16 x 16 个 小 正方 形 拼 成 的 棋盘 形 方 格 ， 这 些 
小 正方 形 的 颜色 黑白 相间 (图 9-6) 

现 定义 一 种 运算 4， 把 位 于 第 i 行 的 所 有 小 正方 形 和 位 
于 第 7 列 的 所 有 小 正方 形 都 换 成 相反 的 颜色 ， 即 黑色 的 小 正 
方形 换 成 白色 的 ， 白 色 的 小 正方 形 换 成 黑色 的 ， 这 里 ，1 志 
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Db 7<16. 我 们 把 4 称 为 在 位 
于 第 i 行 第 1 列 上 的 小 正方 形 上 
的 一 次 运算 。 

试问 ， 能 否 经 过 若干 次 上 
述 运 算 把 棋盘 上 的 所 有 小 正方 
形 全 部 换 成 同一 种 颜色 ? 证 明 
你 的 结论 ， 

解 ， 在 原 棋盘 格 上 的 每 一 0 
个 小 黑 正 方形 处 〔( 邑 图 中 i +j 
= 偶数 的 小 正方 形 处 ) 各 进行 一 次 上 述 运算 ， 就 可 把 所 有 小 
正方 形 都 换 成 白色 的 .或 在 原 棋盘 格 上 的 每 一 个 小 白 正 方形 
处 ( 即 图 中 i+ j= 奇数 的 小 正方 形 处 ) 各 进行 一 次 上 述 运 算 ， 
就 可 把 所 有 小 正方 形 都 换 成 黑色 的 。 

事实 上 ， 设 S4j 为 位 于 第 i 行 第 j 列 的 小 正方 形 。 

(1) 车 Si 为 黑色 的 ， 除 Si 外， 位 于 第 i 行 和 位 于 第 j 列 
的 小 黑 正 方形 各 有 ?7 个 ， 加 上 Sw 本 身 ， 共 有 15 个 。 由 于 在 
这 15 个 小 黑 正 方形 上 的 每 一 次 运算 都 改变 一 次 ?sz 的 颜色 ,所 
以 ?4 共 改 变 了 15 次 颜色 ， 最 后 变 成 白色 的 。 

(2) 若 ?tz 为 白色 的 , 别 位 于 第 ; 行 和 位 于 第 7 列 的 小 黑 正 
方形 各 有 8 个 ， 共 有 16 个 。 由 于 在 这 16 个 小 黑 正 方形 上 的 每 
一 次 运算 都 改变 一 次 3 的 颜色 ， 所 以 394 共 改 变 了 16 次 颜色 ， 
最 后 仍 为 白色 的 。 

注 ， 此 试题 可 以 推广 到 2n x 2# 个 小 正方 形 的 情形 。 

例 12 〈 第 12 届 全 俄 中 学 生 竞赛 题 ) 

平面 上 的 每 点 都 染 上 两 种 颜色 中 的 一 种 。 已 知 任 一 边 长 
为 1 的 正三 角形 都 有 两 种 颜色 的 顶点 .(1) 证明 ， 可 求 得 边 长 
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为 3 的 正三 角形 ， 其 顶点 是 同色 的 ; (2) 举 出 染色 满足 题 
设 要 求 的 平面 的 例子 ， 

(1) 证 明 ， 取 线段 4B 的 长 度 为 2， 且 两 端点 是 不 同 颜 
色 的 。 这样 的 线段 是 存在 的 。 否则 ， 以 任意 点 0 为 心 ，2 为 
半径 的 所 有 圆周 < 上 的 点 将 都 与 0 点 同色 。 再 考虑 以 圆周 < 上 
的 点 为 心 ， 2 为 半径 的 所 有 圆周 上 的 点 将 与 0 点 同色 。 于 是 
得 到 以 O 为 中 心 、4 为 半径 的 圆 面 上 各 点 都 同色 ,这 与 任 一 边 
长 为 1 的 正三 角形 都 有 两 种 颜色 的 顶点 相 矛 盾 . 今 设 48 的 
中 点 为 C， 不妨 设 它 与 4 同色 , 作 正 人 ACD 和 正人 ACE 
(图 9 -7)。 由 题 设 D、E 不 能 与 4、C 同 色 。 那么 它们 将 与 B 
同色 。 于 是 人 BDE 是 顶点 同色 、 边 长 为 3 的 正三 角形 。 


(2) 解答 ， 将 平面 分 成 宽度 为 人 3 的 水 平 带 状 区 域 ， 且 


每 区 域 含 下 沿 不 含 上 沿 。 让 相信 的 带 关 区 域 染 上 不 同 的 颜色 
即 可 ， 


(图 9 一 7) 


例 15 〈 第 20 届 全 苏 中 学 生 竞 赛 题 ) - 
两 个 同样 大 小 的 正方 形 相交 错 ，( 其 公共 部 分 ) 构 成 一 个 
八 边 形 。 一 个 正方 形 的 边 是 蓝 色 的 ， 另 一 个 正方 形 的 边 是 红 
色 的 . 证 明 ， 八 边 形 中 蓝 色 的 边 长 之 和 等 于 它 的 红色 的 边 长 
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之 和 ， 

证 法 一 、 先 考虑 两 个 正方 形 中 心 重合 的 情况 。 这 时 ， 所 
构成 的 八 边 形 外 切 于 以 它们 的 中 心 为 圆心 、 正 方形 一 边 长 度 
之 半 为 半径 长 的 圆 。 再 由 切线 长 定理 易 推 得 结论 。 

我 们 总 可 以 将 其 中 的 一 个 正方 形 经 平移 后 ， 使 得 两 正方 
形 的 中 心 相 重合 。 而 这 个 平移 变换 又 可 由 两 次 这 样 的 移动 来 
替代 ， 先 沿 着 被 移动 的 正方 形 一 边 的 方向 平移 ， 然 后 再 沿 着 
与 该 边 垂直 的 另 一 边 的 方向 平移 。 

因此 ， 只 要 证 明 ， 当 沿 着 红色 正方 形 的 一 边 方向 移动 红 
色 正 方形 时 ， 所 交 成 的 八 边 形 的 “ 红 边 ”之 和 不 变 。 

如 图 9 一 8， 设 水 平 位 置 放置 的 是 红色 的 正方 形 ， 当 红色 
正方 形 沿 其 垂直 方向 的 边 向 上 移动 时 ， 八 边 形 (平行 于 移动 
方向 ) 的 两 条 红 边 的 长 度 不 改变 ，( 上 方 ) 第 三 条 红 边 长 度 减 
少 的 数量 等 于 图 中 上 方 带 阴 影 的 直角 三 角形 斜 边 的 长 度 ， 而 
(下 方 ) 第 四 条 红 边 长 度 增 加 了 相同 的 数量 。 (显然 ， 带 阴影 
的 直角 三 角形 的 各 角 分 别 对 应 相等 ， 且 斜 边 上 的 高 也 相等 ， 
易 证 此 两 三 角形 全 等 。) 所 以 ， 在 移动 时 ， 八 边 形 的 四 条 红 
边 之 和 不 变 ， 

证 法 二 、 设 水 平 位 置 放置 
的 正方 形 4BCDD 是 红色 的 ， 斜 
置 的 正方 形 -4,DBCD 是 蓝 色 
的 。 如 图 9 一 9. 

容易 发 现 直 角 三 角形 
ATS. BML, CPN、 DRQ. 
ATL, BMN CPQ, BD 
RS 都 是 相似 的 .分 别 由 这 些 直 
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角 三 角形 的 直角 顶点 作 斜 边 上 的 高 〈 斜 边 是 红色 的 ， 对 应 的 
叫 红 色 高 线 ， 斜 边 是 蓝 色 的 ， 对 应 的 叫 蓝 色 高 线 ) .注意 到 相 
似 三 角形 对 应 线段 之 比 相等 ， 以 及 利用 等 比 定理 ， 易 证 

红 边 之 和 :红色 高 线 之 和 

= 蓝 边 之 和 : 蓝 色 高 线 之 和 

(这 里 ， 红 边 、 蓝 边缘 指 八 边 形 LMNPQRST 的 边 ) 所 

以 要 证 本 题 ， 只 须 证 红色 高 线 之 和 等 于 蓝 色 高 线 之 和 。 为 
此 ， 只 要 证 明 ， 三 角形 44,.8、BB,C、CC.D、DD, 4 的 面 
积 之 和 等 于 三 角形 4.8B:、B.CC!、C1.DD,、D,4 4, 的 面 
积 之 和 ， 这 是 显然 的 。 因 为 它们 都 等 于 八 边 形 44,8B,CC， 
DD, 与 一 个 正方 形 的 面积 之 差 。 


四 、 其 他 染色 问题 


例 14 (第 18 届 全 苏 中 学 生 竞 赛 题 ) 

有 一 个 立方 体 ， 并 有 两 种 颜色 ， 红 色 和 绿色 。 两 个 人 做 
游戏 ， 第 一 人 先 选 取 立 方 体 上 的 三 条 棱 ， 并 将 其 涂 成 红色 。 
接着 ， 他 的 对 手 选 另 三 条 棱 ， 并 将 其 涂 成 绿色 。 继而 第 一 人 
再 在 尚未 着 色 的 棱 中 再 选 三 条 并 涂 成 红色 ， 他 的 对 手 接着 再 
将 另 三 条 楼 涂 成 绿色 。 对 任 一 条 棱 ， 不 许 重复 涂 同 一 颜色 或 
改 涂 另外 的 颜色 。 谁 要 是 在 任 一 面 的 所 有 棱 涂 上 自己 的 颜 
色 ， 就 算 谁 有 性。 试问 ， 第 一 人 如 果 采 取 正 确 的 策略 ， 他 是 否 
必 能 获胜 ? 

解 ， 为 了 使 第 一 人 不 能 获胜 ， 其 对 手 只 须 在 立方 体 的 三 
条 两 两 异 面 的 棱 涂 上 绿色 ， 这 时 在 六 个 面 上 都 有 一 条 楼 涂 成 
绿色 了 . 第 一 人 的 策略 是 要 破坏 其 对 手 的 这 种 企图 ， 但 是 办 
不 到 ,事实 上 ，、 每 条 核 都 在 两 个 两 两 异 面 的 “三 棱 组 "中 。 考 
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由 立方 体 中 一 个 确定 的 面 ， 它 有 四 条 棱 ， 因 此 不 同 的 两 两 异 
面 的 “三 楼 组 ?共有 8 组 ， 而 第 一 人 可 选 枝 数 是 3 ， 他 第 一 步 
能 4 控制 ?的 “三 棱 组 ?不 超过 6 组 ， 所 以 没有 必 胜 的 策略 。 
例 15 (第 19 届 全 苏 中 学 生 竞 赛 题 ) 
在 平面 上 前 出 n(n 之 2) 条 直线 ,将 平面 分 成 若干 个 区 域 。 
在 其 中 的 一 些 区 域 上 涂 了 颜色 ， 并 且 任 何 两 个 涂 色 的 区 域 不 
能 有 相 邻 接 的 边界 ( 注 ， 只 有 一 个 公共 点 的 两 个 区 域 ,不 认为 


是 有 相 邻 接 边 界 的 )。 证 明 ， 涂 色 的 区 域 数 不 超过 寺 (n2 + 
1)。 


证 明 ， 如 果 所 画 的 直线 都 互相 平行 ， 那 么 它们 将 平面 分 
成 (n+1) 个 区 域 ， 这 时 能 涂 色 的 区 域 不 超过 个。 因为 


二 (mt) = 二 (n+ 了 党 (2+D = 


所 以 在 这 种 情况 下 ， 命 题 成 立 。 

今 设 并 非 所 有 的 直线 都 互相 平行 。 每 个 区 域 的 边界 是 由 
若干 条 位 于 不 同 直线 上 的 线段 或 射线 所 组 成 的 。 这 些 线段 和 
射线 称 为 区 域 的 边 ， 每 个 区 域 的 边 数 不 少 于 2 。 用 ms 表示 有 
两 条 边 的 涂 色 区 域 的 个 数 ，mw, 表 示 有 三 条 边 的 涂 色 区 域 的 个 
数 ， 等 等 。 我 们 用 mx 表示 边 数 最 多 的 涂 色 区 域 的 个 数 ， 

首先 证 明 m。<n。 任 何 有 两 条 边 的 区 域 的 边界 是 由 两 条 
射线 组 成 的 ， 并 且 每 条 射线 只 能 是 一 个 涂 色 区 域 的 边界 。 所 
有 这 样 的 射线 不 超过 2n 条 (每 条 直线 上 的 射线 不 超过 两 条 )。 
所 以 有 两 条 边 的 涂 色 区 域 的 边 数 不 超过 2n， 或 者 说 ，ms 志 1 
n 条 直线 中 的 每 一 条 被 分 成 的 区 间 ( 线 跋 或 射线 ) 数 不 多 于 ”， 
所 以 ， 所 有 的 区 问 数 不 超过 吉 ， 因 而 所 有 区 域 边 的 总 数 也 就 
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不 超过 2 条 。 出 于 每 个 区 间 至 多 是 一 个 涂 色 区 域 的 边 ， 所 以 
2722 + 31ma + … + RMIk SN. 
涂 色 的 区 域 数 为 miz + 143+… +1x， 利 用 上 述 不 等 式 , 得 


m2+ mst+ "+ Pix 


< Bm 十 3 (2in2 + Bs + "1 + hrmx) 


< + 二 外 = 计 ( 地 + n)。 


例 16 (第 20 届 全 苏 中 学 生 竞 赛 题 ) 

一 个 长 方形 用 平行 于 边 的 直线 分 割 成 边 长 为 1 的 小 正方 
形 ， 并 象 国际 象棋 盘 那 样 洽 成 黑白 格 。 长 方形 的 对 角 线 也 被 
分 成 黑白 相间 的 线段 。 如 果 长 方 形 的 尺寸 为 (1) 100 x 99， 
(2) 101x99， 求 白色 线段 长 度 之 和 与 黑 色 线段 长 度 之 和 的 
比 。 

解 ，(1) 将 长 方形 的 对 角 线 绕 其 中 心 旋转 180° 后 与 自身 
重合 ， 但 各 段 上 所 涂 约 辣 色 恰 相 反 ， 所 以 白色 线段 长 度 之 和 
与 黑色 线段 长 度 之 和 的 比 为 1 。 

(2) 将 给 定 的 长 方形 48CD 轩 于 直角 坐标 系 中 , 使 得 各 
顶点 坐标 为 ，A(0, 0)、B(0，101)、C(99，101)、D(99, 
0)。 为 确定 起 见 ， 设 以 4 为 顶点 的 小 正方 形 涂 成 白色 。 因 99 
与 101 互 索 ， 所 以 对 角 线 AC 不 通过 ( 除 4 和 C 外 ) 各 小 正方 形 
的 顶点。 因此 ，4C 和 小 正方 形 边 的 交点 两 侧 ， 对 角 线 改变 
颜色 。 我 们 将 这 些 线 段 的 长 度 比 转化 为 它们 在 Ox 轴 上 射影 
长 度 之 比 。AC 在 Ox 轴 上 的 射影 是 线段 4D、AC 与 小 正方 
形 水 平方 向 边 的 交 点 的 射影 是 形 如 (99m/101，0)，m=0， 
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1，2，…，101 的 点 ;而 -4C 与 小 正方 形 垂 直方 向 边 的 交点 的 
射影 是 形 如 (rn，0)，n=0，1，2，…，99 的 点 。 因 为 m 一 1 


< <m( 当 1<<m 志 50 时 ) 及 m 一 2 < <m- 1( 当 51< 


1 委 100 时 ) ,所 以 点 (99m/101,0) 与 (m，0),，mm=1，2,'…,49 
依次 交 蔡 出 现 , 然 后 是 点 (99 50/101, 0)， 再 是 点 (99m/101， 
0) 和 (Cm 一 1，0)，1m=51，52，…，100 依 次 交替 出 现 ( 如 图 
9— 10) 


99 


芭 2: 2 加 和 2 条 节 玫 沧 bo 
0 ! 
(图 9 一 -10) 
白色 线段 的 射影 长 之 和 为 
_99 "99 _ (50° 99_ 
计生 101 el 107 49) 
(rn 51° 99\ ,... _.100» 99 \, 5000 
+\50- 101 +(99 101 / 101°? 
黑色 线段 的 射影 长 之 和 为 
5000 _ 4999 
9 101 101° 


所 以 要 求 比值 为 5000:4999. 

例 17 (第 12 届 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 

沿 圆 周 按 某 种 次 序 排列 15 个 黑 的 和 15 个 白 的 筹码 。 每 一 
步 允 许 交 换 任 意 两 个 筹码 的 位 置 。 从 筹码 的 任 一 初始 排列 开 
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始 ， 变 换 为 相 邻 筹码 各 不 同色 。 试 问 要 怎样 用 最 少 的 步 数 来 
完成 ? 

解 ， 按 顺 时 针 方 向 依次 将 筹码 编 为 L，2，、…，30 号 。 不 
失 一 般 性 ， 可 认为 在 15 个 偶数 号 的 筹码 中 白 筹 不 多 于 7 个 ， 
那么 奇数 号 的 筹码 中 也 有 同样 多 的 黑 筹 。 今 将 偶数 号 中 的 白 
筹 与 奇数 号 中 的 黑 筹 的 位 置 每 次 调换 一 对 ， 于 是 便 可 达到 题 
设 的 要 求 ， 这 样 做 一 定 不 多 于 7 步 。 仅 当 15 个 白 舌 及 15 个 黑 
筹 分 别 连 威 一 片 时 ， 才 要 经 历 7 步 达 到 要 求 。 
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第 十 讲 
关于 镍 蕾 疝 题 


覆盖 是 组 合 几 何 的 典型 课题 ， 它 主 要 涉及 两 方面 的 内 
容 ， 一 是 列 盖 或 俱 入 ; 二 是 以 覆盖 为 手段 来 解决 一 些 组 合 几 
何 中 的 问题 。 由 于 覆盖 问题 新 奇 而 有 趣 ， 是 一 种 很 好 的 “ 答 
练 思维 的 体操 ”, 所 以 在 国内 外 数学 竞赛 中 常 有 关于 覆盖 的 试 
题 。 


、 基 本 概念 


假设 G 与 是 两 个 平面 图 形 ， 如 果 太 的 每 一 点 都 属于 C ， 
”我 们 就 说 图 形 C 覆 盖 图 形 亚 。 

一 般 地 ， 如 果 图 形 了 的 每 一 点 都 必 属 于 ?个 图 形 CG,，Cx， 
…，Gn 中 的 某 一 个 ， 也 即 是 这 2 个 图 形 C，Cs，…，CGn 的 
“并 ?包含 了 图 形 严 ， 我 们 就 说 图 形 忆 被 这 2 个 图 形 C，CG%， 
…，CGn 所 覆盖 。 如 果 图 形 C,，G*，…，Gon 不 相交 ( 即 没 有 
公共 内 点 ;， 面 且 它 们 的 “并 ”与 重合 ， 那 么 就 说 图 形 下 被 图 
形 CG,， Gs,… ,Gn 铺 满 ， 或 说 可 以 由 图 形 G， Gs, 9 Gn 拼 
成 图 形 了 ， 

由 于 一 个 平面 图 形 就 是 一 个 平面 点 集 ， 所 以 ， 图 形 的 要 
盖 问 题 ， 实 质 上 就 是 平面 点 集 的 包含 问题 ， 因 此 ， 为 了 方便 
起 见 ， 我 们 把 图 形 C 履 盖 图 形 普 ， 简 记 为 C 二 下 图 形 G 不 榴 
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闵 尺 〈 即 图 形 忆 中 至 少 有 一 点 不 属于 CG)， 简 记 为 C 骂 忆 。 

在 试题 中 涉及 到 的 平面 图 形 ， 大 多 是 平面 区 域 ， 也 就 是 
由 一 条 封闭 曲线 ! 所 包围 的 一 部 分 平面 , 1 叫做 该 区 域 的 边界 ， 
包含 边界 的 区 域 叫 做 闭 区 域 ， 区 域 中 的 点 叫做 区 域 的 内 点 ， 
下 面 提 及 的 区 域 均 指 闭 区 域 ， 试 题 中 出 现 的 所 谓 “ 硬 纸 片 》， 
就 是 指 经 过 运动 变换 以 后 不 改变 其 形状 和 大 小 的 平面 区 域 。 
如 果 “ 硬 纸 片 7C 经 过 一 个 运动 变 为 C"， 而 G “覆盖 图 形 上 ,我 
们 就 说 C 能 够 覆盖 图 形 司 ， 在 相反 情形 下 ， 就 说 C 不 能 覆盖 
图 形 政 。 当 GG 能 够 覆盖 图 形 下 时， 我 们 也 说 图 形 忆 能 够 嵌入 
图 形 G 中 ， 反 之 ， 则 说 图 形 下 不 能 嵌入 G 中 。 

如 果 图 形 中 任意 两 点 间 的 距离 的 景 大 值 存在 ， 这 个 最 
大 值 就 叫做 图 形 的 直径 ， 记 为 4A(F)。 例如， 以 1 为 半径 的 
加 的 直径 是 2 ， 该 圆 确定 的 区 域 的 直径 也 是 2， 又 如 , 边 长 为 
1 的 正三 角形 的 直径 是 1 ， 它 的 三 个 顶点 组 成 的 点 集 的 直径 


也 是 1 ， 而 它 的 外 接 贺 的 直径 却 是 2 3 ， 


一 个 平面 图 形 ， 如 果 在 包含 任何 两 个 点 的 同时 ， 还 包含 
了 连接 这 两 点 的 线段 ， 则 称 这 个 图 形 是 凸 的 。 例 如 ， 线段、 
射线 、 圆 、 三 角形 、 夹 在 两 平行 线 间 的 带 形 区 域 、 从 一 点 出 
发 的 两 条 射线 间 的 平面 部 分 构成 的 角 形 区 域 等 等 都 是 凸 图 
形 。 显然， 两 个 是 图 形 的 公共 部 分 仍 是 凸 图形。 


二 、 基 本 原则 


原则 一 ”假设 G 与 下 都 是 平面 区 域 ， 如 果 G 能 覆盖 屠 
么 G 的 面积 必 大 于 或 等 于 F 的 面积 。 
原则 二 《面积 重 登 原则 )。 假 设 平面 上 有 ?个 区 域 , 它们 
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的 面积 分 别 为 4，-A4a，…，-4， 如 果 将 它 > 们 按 任何 一 种 方 
式 放 在 一 个 面积 为 4 的 区 域 的 内 部 ， 那么 当 史 A 和 A 时 ,在 


Aii=1，2，…，4) 中 至 少 有 两 个 区 域 要 发 生 重 又 . 
，… 原则 三 ”一 个 直径 为 4 的 点 集 f 不 能 被 直径 小 于 d 的 区 域 

G 所 覆盖 。 

原则 四 如果 能 在 平面 上 找到 一 点 0， 使 点 集中 的 每 
一 点 与 点 0 的 距离 都 不 大 于 r, 则 下 必 能 被 一 个 以 点 0 为 圆心 ， 
以 ?为 半径 的 圆 形 区 域 所 覆盖 。 

原则 五 〈 海 菜 定 理 )。 假设 在 平面 上 给 定 了 有 限 多 个 上 | 
图 形 ， 如 果 其 中 任何 三 个 凸 图 形 包 含有 公共 点 ， 那 么 至 少 存 
在 一 个 点 ， 它 同时 属于 所 有 这 些 图 形 。 

上 述 原则 一 至 四 的 正确 性 是 显然 的 ， 下 面 给 出 原则 五 的 
证 明 过 程 ， 

首先 考虑 凸 图 形 的 个 数 为 4 的 情形 

假设 F，F，F， 丰 4 均 是 是 图 形 ，P!，P。，Ps。, DP4 分 
别 是 Fs,，Fs, Fas Fi, Fe, Fa Fi, Fs, Fas Fs, Fs, 
站 的 公共 点 ， 且 Pi 车 Pi (i=1，2，3，4)， 显 然 矿 包含 有 
Pa，，Ps，P4 三 成 。 因 此 它 必 包 含 人 PsPsP4 (也 可 能 晓 化 为 
线段 )。 同 理 ，F 矿 :包含 人 PiPsPa，F, 包 合 和 PPsP1， 夏 包 
含 人 PPsPs。 容 易 证 明 ， 在 平面 上 可 以 找到 一 点 P， 辣 时 属 
于 这 四 个 三 角形 ， 所 以 点 了 同时 属于 FP，Fs， 和 下. 

接着 再 考虑 凸 图 形 的 个 数 大 于 4 的 情形 . 

假若 命题 对 n 个 凸 图 形 ， 玉 6。，…，F 丰 而 育 是 正确 的 ， 
则 对 任何 三 个 凸 图 形 都 包含 有 公共 点 的 ?+ I 个 总 图 形 疡 ， 
F's, 办 Pantri, 本 命题 仍然 成 立 。 事实 上 ， 
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设 表 示 玉 .与 m+: 的 公共 部 分 ， 则 t 个 图 形 耻 ， 下 2,…， 
Fw-1， 下 都 是 凸 的 ， 而 且 其 中 任何 三 个 图 形 都 有 公共 点 ， 所 
以 这 个 图 形 至 少 包 含 一 个 公共 点 了 了， 从 而 这 4+ 1 个 凸 图 形 
EF, Fy, °, Pn, Fn 包含 公共 点 三 。 

综 上 所 述 ， 得 知 对 于 任意 有 很 多 个 凸 图 形 而 言 ， 命 题 的 
结论 都 是 正确 的 。 

在 这 里 ， 值 得 一 提 的 是 ， 在 解答 有 关 问 题 中 ， 不 是 直接 
应 用 海 菜 定理 ， 而 是 应 用 它 的 等 价 命 题 ， 

原则 六 ”如果 点 集 记 ， 2，…， 了 n(n 之 3〉 覆 盖 全 平 
面 ， 并 且 它们 的 补 集 下 ，， Fi ，…，Fn 都 是 是 集 ， 那 么 
可 以 从 已， F,, | 五 "中 选 出 三 个 点 集 ， 仍 要 覆盖 全 平面 . 

三 、 试 题 选 解 

例 ] (第 9 届 国 际 竞赛 题 ) 

在 一 个 平行 四 边 形 4BCDD 中 ，4B=a,4D=1, 4BC 
=C，A 人 4BC 是 锐角 三 角形 。 试 证 明 ， 当 目 仅 当 C<cosx+ 
v3sing 时 ， 以 4、B、C、D 为 圆心 、 半 径 为 1 的 四 个 加 
开 A、 天 se、 天 c、 天 bo 能 覆盖 该 平行 四 边 形 ， 

证 明 ， 首 先 假设 z60”- 

若是 KBs 和 Kc 的 交点 ， 则 ZCBE =60*。 车 以 了 为 原 


D .4 
A '5 
a ce 征 Ww 
《图 10-~1) 《图 10-2) 
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点 ，BC 为 x 轴 ，BC = 1， 建 立 平面 直角 坐标 系 ， 册 点 -4 的 从 
标 为 acosa，asiana)， 互 点 的 坐标 为 ( 半 ， 3 )。 这 时 ， 


四 个 圆 能 盖 住 平行 四 边 形 的 充 要 条 件 是 4 已 过 1. 由 
AE:=( acosa ~1) 十 ( dsina ~ 有 = + 42 一 


G(ecosa+ 3sinc)。 因 而 4 五 委 1 等 价 于 


0 和 o(cosc+w 3sinc)， 


即 a<cosa+ ww 3sina。 

再 假设 <80” . 

显然 8 与 Ke 的 交点 避 在 平行 四 沁 形 之 外 ， 此 时 四 个 图 
一 定 盖 住 平行 四 边 形 。 并且 

a= cosQ+ sinatgh<cosa+ sinatga 
<<cosa+w 3sinc。 

综 上 所 述 ， 在 所 给 条 件 下 ， 四 个 圆 能 覆盖 该 平行 四 边 形 

的 充 要 条 件 是 


a<cosa+w 3sing, 


例 2 《〈 第 7 届 国 际 竞赛 题 ) 

在 平面 上 给 出 ?( 关 3) 点 ， 其 中 任 珊 点 的 距离 最 大 为 d .上 距 
离 为 4 的 两 点 间 的 联 线段 叫 这 一 组 点 的 直径 。 证 明 ， 直 径 的 
数目 至 多 n 条 、 

证 明 ， 假 定 有 8 个 点 ， 甚 直径 多 于 "条 . 如 果 有 某 个 点 出 
发 的 直径 少 于 两 条 ， 我 们 就 把 这 点 除去 ， 镁 下 的 "- 1 个 点 至 
少 有 n 条 直径 。 显 然 8 一 1 宇 3。 故 此 不 妨 假 设 从 每 一 点 都 至 少 
引出 2 条 直径 。 
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因为 喜 径 数目 比 点 多 ， 所 以 至 少 有 一 点 了 引出 三 条 直径 
48、AC、A4D， 每 两 条 直径 的 夹 角 不 超过 60"， 否则 就 有 
大 于 d 的 联 线 眉 .不 妨 设 4D 在 4B 与 4C 之 间 ， 因 此，O 
(4，d)，O(B，d)，O(C，qd) 的 公共 部 分 家 盖 了 整个 点 
集 ， 显 然 与 距离 为 4 的 点 只 有 4 点 一 个 ， 即 点 只 引出 一 
条 直径 ， 这 与 前 面 的 假设 矛盾 。 因 而 本 题 得 证 。 


如 
(图 10-3) (图 10-4) 


例 5 〈 第 二 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 试题 

在 一 个 面积 为 1 的 正三 角形 内 部 ， 任 意 放 五 个 点 , 试 证 ， 
在 此 正三 角形 内 ， 一 定 可 以 作 三 个 正三 角形 盖 住 这 五 个 点 ， 
这 三 个 正三 角形 的 各 边 分 别 平行 于 原 三 角形 的 边 ， 并 且 它 们 
的 面积 之 和 不 超过 0.64。 

证 潜 一 ”因为 放置 的 五 个 点 在 正三 角形 的 内 部 ， 因 此 可 
作 一 个 完全 含 于 原 三 角形 内 的 正三 角形 ， 同 时 还 将 那 五 个 点 
包含 在 内 部 .将 此 三 角形 记 为 4BC。 

将 448C 的 各 边 五 等 分 。 过 分 点 作 平 行 于 其 余 二 边 的 直 
线 ， 这 些 直 线 将 4BC 分 成 许多 小 三 角 形 ， 它 们 是 全 等 的 正 


三 角形 ， 每 一 个 的 面积 小 于 邯 ( 如 图 10-4) 
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考察 以 各 顶点 为 一 顶点 的 葵 形 (图 中 画 了 阴影 的 尧 形 )。 
靠 4 的 那个 蓉 形 ， 我 们 简称 尧 形 4， 如 此 等 等 。 

(1) 如 果 有 一 个 菱形 中 不 含 那 五 点 中 的 任何 一 个 ,例如 
说 萎 形 4 不 含 任何 一 点 ， 这 说 明正 三 角形 4,8Cs 及 A4。B,C 完 
全 盖 住 了 五 个 点 。 因 此， 其 中 有 一 三 角形 ， 例 如 说 4 BCs， 
至 少 盖 住 了 三 个 点 。 这 三 角形 由 16 个 小 三 角形 组 成 ， 因 此 它 


的 面积 小 于 16x 站 = 0.64。 其 余 二 点 (如 果 还 有 的 话 )， 各 可 


用 一 个 面积 充分 小 的 正三 角形 盖 住 ， 以 致 于 这 三 个 正三 角形 
的 面积 之 和 仍 小 于 0 .64. 

(2) 今 设 这 三 个 凌 形 中 均 含 有 五 点 中 的 点 。 因 此 ， 五 点 
中 至 多 还 有 两 点 在 它们 之 外 。 

若 有 一 个 鞭 形 〈 例 如 鞭 形 妈 ) 含 三 个 或 三 个 以 上 的 点 ， 
那么 用 一 个 由 四 个 小 三 角形 所 组 成 的 正三 角形 就 可 把 这 些 点 


盖 住 ， 其 面积 小 于 4 x 让 = 0.16， 其 余 二 点 如 果 在 在 ) 便 


可 用 面积 充分 小 的 正三 角形 盖 住 。 
如 果 有 二 个 芋 形 中 ， 各 含 二 个 或 二 个 以 上 的 点 ， 这 时 ， 
其 个 正三 角形 便 可 盖 住 四 个 或 四 个 以 上 的 点 . 这 两 个 正三 条 


4 4 8 寺 
形 的 面积 小 于 2+ 下 二 站 二 0.32， 其 余 那 一 个 点 “〈 如 果 存 在 


的 话 》 可 用 一 个 充分 小 的 三 角形 盖 住 。 

如 果 萎 形 4 中 含 两 点 ， 而 菱形 B 与 C 中 各 恰 含 一 点 

图 中 有 三 个 等 采 梯 形 ( 即 未 画 阴 影 的 部 分 ) .这 三 个 梯形 
中 ， 我 们 看 靠 在 BC 边 上 的 那 一 个。 如果 第 五 点 不 在 此 梯形 
中 ,那么 人 ABzC! 中 含 三 个 点 ， 这 三 角形 的 面积 小 于 16x 
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击 = 0.64， 其 余 二 点 可 用 充分 小 的 正三 角形 盖 住 。 如 果 第 五 
点 在 此 梯形 内 ， 于 是 正三 角形 4,BC4 或 44BsC 盖 着 两 个 点 ， 


它 的 面积 <5， 另 外 ， 正 三 角形 44,44 盖 着 二 点 ,此 三 角形 
面积 < 东 ， 此 两 个 正三 角形 面积 < 站 <0.64。 可 画 一 个 充分 


小 的 正三 角形 再 把 蒙 形 C 中 的 那 一 点 盖 住 。 

最 后 ， 设 鞭 形 4、B、C 中 各 只 含 -~- 个 点 ! 其 余 二 点 只 
能 至 多 出 现在 两 个 等 腰 梯 形 中 ， 无 妨 设 最 下 面 的 那 一 个 不 含 
这 二 点 ， 因 此 这 二 点 连同 葵 形 4 中 的 那 一 点 必 合 于 正三 角形 
4BsCi 之 中 ， 这 又 归结 为 前 面 已 经 出 现 过 的 情况 。 

以 上 讨论 ， 穷 尽 了 各 种 各 样 的 情况 ， 因 而 本 题 得 证 ， 


证 法 二 “以 as、cs、as 记 所 作 的 三 个 正三 角形 ， 其 面积 
记 为 S51/、5Ss、Ss. 因 为 所 放 五 点 均 在 原 三 角形 ( 记 为 人 4BC) 
的 内 部 ， 故 可 以 A4BC 的 中 心 为 中 心 ， 在 A4BC 的 内 部 作 
它 的 位 似 三 角形 4 /83XC ,使 得 所 放 五 点 仍 在 八 4'B'C' 内 部 ， 
A4'B'C “可 认为 是 A4BC 收 缩 而 成 ，A4 87C 的 面积 为 
S, S=1i-£, 0<e<l, 

把 和 人 AB'C' 三 边 五 等 分 ， 第 1，4 分 点 依次 为 D,，D。， 
已 ,， Es。，，F 丰 ，F，， 如 图 10-5。 连 DEs，ELFs，，FDs， 交 
于 L、M、N， 分 A474B7C 为 七 部 分 。 记 为 小 三 角形 ro, 莹 
形 z:，zra，zs， 梯 形 z4，zs，re。 

(1) 车 有 一 姜 形 (如 为 +) 没 放 进 点 ， 则 zoU rs 与 zaU ze 
中 必 有 一 区 域 ( 如 为 re*Uzr4) 最 多 放 进 两 点 ， 显 然 可 作 ai，cas 
盖 住 这 至 多 两 个 点 ， 且 其 面积 可 任意 适当 选取 ， 不 妨 使 S, = 
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So = 和 = 41(4)'e, Qs 令 为 人 A 人 C’'E,D，, 则 Ss= (4) 3， 从 
而 c,，c?，CXs 满 足 要 求 ( 即 盖 住 了 五 点 ， 且 三 个 正 三 角形 的 
各 边 分 别 平行 于 原 三 角形 的 边 )， 且 


+ So+ 93 = (4) et (4)'s 二 的 下 0.64。 


(图 10~5) (图 L0-6) 


(2) 若 每 一 次 形 都 放 进 点 ， 而 其 余 区 域 均 没 放 进 点 ， 令 
和 俯 AB'C' 各 边 的 第 2 ， 3 分 点 依次 为 上 ,， My M,, Vs 
N,, L;,, 则 和 人 A’LLs, AB’MM,, 人 和 俯 C'NIN; 可 作为 i， 
C2, Qs 显然 满足 要 求 ， 且 


S++ S45 s(2)s 


<(4) s<(4) -0.64， 


(3) 车 每 一 苑 形 均 放 进 点 ， 而 其 余 区 域 只 放 进 一 点 了， 
则 不 妨 设 中 放 进 2 点 ，zs， Ns 中 各 放 进 一 点 。 
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(i) P 沙 入 maU roUze 中 ， 则 以 人 A’FsE 为 4s， 情况 
类 似 于 (1)， 同 理 得 证 . 

(ii) P 落 入 zs 中 ， 不 妨 设 落 入 zs 的 左 半 部 。 设 加 N 的 中 
点 为 Q， 过 Q 作 4C 的 平行 线 ， 交 B8'C’ 于 NN，， , 交 A4'B8' 于 全,， 
显然 可 作 Q, 盖 住 ws 中 的 一 点 ， 使 5,=6= (二 ) S; 令 as 为 人 
A’L,L,, Qs 为 人 AB’'NoF,， 则 as 盖 住 了 zi 中 的 两 点 ， as 盖 住 
了 zs 中 的 一 点 和 点 己 ， Qi1, Qo Qs 符合 要 求 ， 且 


Si+ Ss+ Se= (3)+ (2)+ ( a 
(Sse (4)= 0.64, 


(4) 车 每 一 蓉 形 均 放 进 点 ， 而 其 余 区 域 也 放 进 两 点 P、 
Q， 则 zi: ，zrs，rs 中 各 放 进 一 点 ， 而 三 个 梯形 中 至 少 有 一 (如 
为 x4) 没 放 进 点 ， 则 以 人 CDiEs 为 4s， 情 况 类 似 于 (1), 同 
理 得 证 ， 

综 上 可 知 ， 本 题 结论 成 立 。 

例 4 (85 年 长 沙市 数学 选拔 赛 试题 ) 

试 证 明 ， 凡 翌 周 长 为 P， 且 面积 为 3 的 同 n 边 形 都 可 以 盖 


住 一 个 半径 为 全 的 国 。 


证 明 ， 从 贞 # 边 形 的 一 边 开始 ， 按 逆 时 针 方 向 的 顺序 , 设 
各 边 之 长 依次 为 a,， U2s Gs … Qns 则 ay + G+ tan= PP° 


如 果 以 写 为 高 ， 并 分 别 以 ai ,ao，…，ax 为 廊 边 长 ， 在 亚 面 
内 作出 没有 重 选 部 分 的 x 个 矩形 ， 则 此 x 个 第 形 的 面积 之 和 显 
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然 等 于 出? 边 形 的 面积 S$。 现 在 以 号 为 高 ， 并 分 别 以 西 ? 过 形 


的 各 边 为 底 边 ， 在 西 # 边 形 内 作出 定位 的 x 个 矩形 ， 则 每 相 邻 
位 置 的 两 个 矩形 存在 重 送 部 分 ， 从 而 这 样 定位 的 * 个 矩形 不 
能 盖 住 这 个 凸 ? 边 形 。 显 然 ， 这 个 凸 ? 边 形 未 被 盖 住 的 区 域内 


的 任 一 点 到 西 ? 边 形 各 边 的 距离 都 小 于 总 。 故 以 凸 ? 边 形 未 被 
盖 住 的 任 一 点 为 圆心 ， 以 号 为 半径 的 贺 被 这 个 凸 m 边 形 所 包 
围 ， 从 而 命题 得 证 . 


例 5 (83 年 瑞典 奥林匹克 试题 ) 
ee 


(a) 证 明 存在 半径 <Y3 -2 的 三 个 相等 的 贺 扒 覆盖 该 正方 


- 形 。 
(b) 求 最 小 可 能 的 半径 。 
解 ， 首先 证 明 用 半 径 为 7 


= 9 < 的 三 个 团 盘 可 以 


覆盖 该 正方 形 。 . 
设 4B8CD 是 单位 正方 形 ， 取 
AA,= AA,= BB= BiB,= 3 


加 、 世 分 别 为 DC、41B, 的 中 点 ，01 为 4B. 与 4.B 的 交点 ， 
mo-3V 和- 
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ee 


因而 ， 以 O01 为 心 " 为 半径 的 圆 盘 覆盖 了 矩形 44,B.8, 而 
以 M 4, 和 MB, 为 直径 的 圆 0*，O。 分 别 材 盖 了 矩形 DME 4 
和 CM 巨 B,， 于 是 以 半径 为 r 的 三 个 圆 航 O,，0，0O, 履 盖 了 
整个 正方 形 4BCD， 

再 证 任意 半径 为 "<YT65 = 的 三 个 加 级 不 能 覆盖 ABC 
厂 . 由 于 四 个 顶点 至 少 有 两 个 相 邻 顶点 在 同一 圆 盘 中 ,不 妨 
设 4，BEO,， 由 于 r’<r， 因 而 有 DD，DC ，BiC 都 不 在 0， 
中 。 下 面 分 两 种 情况 加 以 讨论 ， 

(1) 车 吕 、C 同 时 属于 一 个 圆 盘 ， 不 妨 设 D，CE Os, 但 
此 时 ， 有 A。，B.Bs4 0;,， 而 0 不 能 同时 包含 4,,Bs 两 点， 
因此 ， 这 种 情况 不 可 能 覆盖 4.BCD. 

(2) 车 DEOs,， CEO,。 但 由 于 Os 各 Os 都 同时 覆盖 
MM，A,，As 三 点 中 任意 两 点 ， 因 而 这 三 点 中 至 少 有 一 点 不 
能 被 覆盖 . 

这 就 证 明了 半径 为 r"<r 的 三 圆 盘 不 能 覆盖 正方 形 
ABCD. 

例 6 (第 12 届 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 题 ) 

在 长 方形 的 桌面 上 不 重 失地 放 着 25 枚 硬币 ， 使 得 不 能 再 
放 上 一 枚 而 与 已 放 的 不 重 和 闪 。 证 明 ， 假设 允许 重 选 放置 ， 那 
末 只 要 用 100 枚 这 样 的 硬币 便 可 覆盖 全 桌面 。( 硬 币 是 贺 形 的 
且 半 径 相 等 。 放 置 时 ， 硬 币 可 露出 桌面 的 边缘 ， 但 其 重心 必 
须 在 桌面 内 。 记 谓 “覆盖 全 桌面 2， 指 的 是 桌面 的 每 点 必 处 在 
所 放 的 某 个 硬币 之 下 .)》 
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证 盟 ， 由 题 设 25 玫 醒 币 放置 的 方式 ， 可 知 桌面 上 每 点 总 
与 某 枚 硬币 的 中 心 之 距离 小 于 硬币 的 直径 。 设 想 将 桌子 和 硬 
而 和 的 尺寸 (长 度 ) 都 缩小 一 举 ， 所 “得 到 ”的 桌子 面积 为 原 桌子 


的 了 《 称 为 小 桌子 )。 在 小 桌子 上 放 着 25 枚 半径 为 原来 的 二 的 


而 身 ( 称 为 小 硬币 )， 并 且 小 桌子 上 的 每 点 总 与 基 枚 小 硬币 的 
中 心 之 距离 小 于 硬币 (注意 ， 不 是 小 硬币 ) 的 半径 。 现 在 如 果 
不 改变 小 硬币 中 心 在 小 桌子 上 的 位 置 ， 而 将 其 半径 增 大 一 倍 
( 即 “ 变 2 为 原来 的 硬币 )， 那 么 这 25 枚 硬币 将 覆盖 小 桌子 ， 即 


25 枚 硬币 可 覆盖 - 张 桌面 ， 记 以 100 枚 硬币 便 可 歼 盖 全 上 捍 面 ， 


例 7 (第 三 阶段 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 试题 ) 

至 少 要 用 多 少 个 半径 为 1 的 圆 ， 才 能 完全 覆盖 一 个 半径 
为 2 的 癌 ? 《〈 这 些 圆 可 彼此 相 
选 ， 也 可 以 越 出 大 圆 的 边缘 .) 

解 。 如 图 10-8。 

设 0 点 是 半径 为 2 的 圆 的 
中 心 ，A4BCDEF 是 圆 0 的 内 - 
接 正 六 边 形 , 则 其 边 长 为 2 .以 
这 六 边 形 的 各 边 中 点 为 圆心 ， 

1 为 半径 作 六 个 圆 ， 这 些 圆周 
分 别 相 交 于 点 4、，B、C、D、 
万 、 玉 以 及 点 44:、Bi、C1、D1、B1、Ff。 后 六 点 恰 是 边 长 
为 1 的 正六 边 形 的 项 点 。( 事 实 上 ， 这 六 点 就 是 将 圆 O 六 等 
分 的 六 条 半径 的 中 点 。) 所 作 的 这 六 个 贺 只 能 履 盖 半 径 为 2 
的 图 的 一 部 分 ， 如 图 中 的 阴影 部 分 的 图 形 则 未 被 覆盖 。 容易 
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看 出 ， 这 部 分 只 要 用 圆心 在 0 点 ， 半 径 为 1 的 一 个 圆 便 可 将 
其 履 盖 。 因 此， 用 七 个 半径 为 1 的 圆 可 将 一 个 半径 为 2 的 图 
完全 覆盖 ， 
现在 要 证 明 ， 用 六 个 半径 为 1 的 圆 是 无 法 将 半径 为 2 的 
圆 完 全 覆盖 的 。 因 为 一 个 半径 为 1 的 圆 至 多 只 能 覆盖 半径 为 


2 的 加 六 的 寺 。( 著 小 圆 的 圆心 不 在 大 圆 的 某 内 接 正 六 边 形 
的 边 的 中 点 时 ， 则 小 圆 与 大 贺 的 两 个 交点 的 连 线 只 是 小 圆 的 
非 直径 的 弦 ， 从 而 覆盖 大 贺 的 贺 周 将 小 于 二.) 所 以 ， 如 果 半 


径 为 1 的 圆 少 于 六 个 时 ,半径 为 2 的 圆周 将 不 能 被 完全 覆盖 ， 
同时 ,上 图 是 半径 为 2 的 圆周 被 六 个 半径 为 1 的 加 完全 覆盖 的 
唯一 方式 ， 而 这 时 点 0 未 被 覆盖 。 所 以 至 少 要 用 七 个 半径 为 
1 的 圆 才能 将 半径 为 2 的 圆 完全 覆盖 ， 
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努力 探索 ， 作 好 参赛 准备 


众所周知 ， 数 学 竞赛 不 同 于 高 考 ， 更 不 同 于 在 校 读书 时 
的 考试 。 它 不 仅 要 考查 参赛 者 的 基本 知识 与 基本 技能 ， 而 且 
还 应 有 一 些 难度 较 大 、 具 有 竞赛 性 的 题目 。 因此， 数学 竞赛 
试题 有 其 难度 大 、 题 型 新 、 知 识 面 广 ， 解 法 巧妙 等 特点 ， 对 
此 ， 我 们 必须 从 培养 发 现 思维 的 能 力 着 手 ， 努 力 探索 解 题 规 
律 ， 为 参加 各 级 数学 竞赛 作 好 充分 准备 ， 


一 、 抓 基础 ， 练 好 基本 功 

俗话 说 :“ 万 丈 高 楼 从 地 起 ?>， 讲 的 是 建 房 造 楼 要 打 好 地 
基 ， 从 地 而 起 ， 绝 不 能 修建 空中 楼 阁 。 同 理 ， 要 参加 中 学 生 
数学 竞赛 ， 也 必须 打 好 基础 ， 练 好 基本 功 。 所 谓 基础 ， 应 当 
包括 几 个 密切 相关 的 主要 方面 . 

1。 数 学 的 基础 知识 与 基本 技能 ; 

2。 相 应 的 数学 思想 和 数学 方法 ; 

3。 相 应 的 数学 能 力 ; 

4。 运 用 数学 知识 于 分 析 解 决 问题 . 

所 谓 练 好 基本 功 ， 就 是 不 但 要 牢固 掌握 常用 解 题 方法 ， 
而 且 还 应 努力 作 到 “三 化 ”>、“ 四 想 ”， 有 效 地 解答 各 种 层次 的 
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这 里 所 说 的 “三 化 >， 痘 指 简化 、 转 化 、 分 化 。 押 谓 “ 简 
化 ”， 就 是 把 题目 具体 化 、 特 殊 化 、 简 单 化 ,以 便 探 索 到 一 般 
规律 ， 然 后 回 到 原 题 ， 

例 ] (IMO 坛 题 ”苏丹 提供 ) 

34 个 国家 参加 IMO 的 审议 会 ， 每 个 代表 团 由 组 长 和 组 员 
各 一 人 组 成 。 开 会 前 与 会 者 互相 握手 ， 但 属于 同一 国 的 两 人 
就 不 握手 了 。 会 后 I 国 组 长 问 其 他 与 会 者 , 问 他 们 与 多 少 人 所 
手 ， 他 得 到 的 答案 都 不 相同 ， 问 I 国 的 组 员 与 多 少 人 握手 ? 

思考 ”把 34 个 国家 简化 为 两 个 国家 ， 以 研究 握手 的 规 
律 。 属 于 [ 国 的 二 人 称 甲 、 乙 ， 属于 A 国 的 二 人 称 丙 丁 。 四 
间 乙 、 两 、 丁 三 人 ， 得 知 他 们 的 握手 数 应 为 0，1，2 中 的 一 
个 ， 这 样 的 分 配 情况 只 能 是 乙 为 1 次 ， 丙 和 丁 为 0、2 次 或 2、 
0 次 ， 从 而 得 出 规律 ， 握 手 次 数 最 多 的 2 次 与 最 少 的 0 次 必须 
属于 同一 个 国家 ， 而 握手 次 数 都 等 于 0 的 两 人 只 能 属于 ! 国 ， 
于 是 可 回 到 原 题 。 

解 ，34 个 国家 的 67 人 中 ， 握 手 次 数 最 多 的 66 与 最 少 的 0， 
应 属于 同一 个 国家 ;握手 j 次 和 66 - j 次 也 属于 同一 个 国家 ， 
而 [ 国 两 人 的 握手 次 数 应 相等 ， 都 应 等 于 (0+ 66) + 2= 33. 

所 请“ 转化 ”， 就 是 通过 类 比 ， 把 过 去 学 过 的 基础 知识 与 
现在 的 问题 比较 ， 以 发 现 其 相似 点 和 不 同 点 ， 然 后 对 问题 进 
行 转化 ， 把 生 蔬 问题 转化 为 熟悉 的 问题 把 未 知 问题 转化 为 
已 知 问题 。 

例 2 QMO 试题 新加坡 提供 ) 

是 否 存 在 整数 m 和 ?使 得 

612— 6mn + 7n2= 1985。 


思考 车 以 m、# 的 允许 值 代入 方程 是 无 法 发 现 规律 的 ， 
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因而 考虑 “转化 ”这 个 问题 ， 把 原 方程 变 成 一 个 简单 的 不 定 方 
程 ， 再 讨论 它 是 否 有 解 。 

解 ”把 原 方程 变形 为 

(5m~ 3n)2= 13(763 一 202) 十 6。 

设 x=5m-3n,，y=763~ 2n2。 

则 有 x?= 13y+6。 

车 能 找到 满足 方程 中 x、y 的 解 ， 则 原 题 得 到 满足 ， 否 则 
就 不 存在 这 样 的 m、#。 

现在 ， 对 方程 的 解 进行 验证 ， 探 索 。 当 x 的 值 取 0,1,2， 
…，13 时 ， 它 们 相应 的 余数 r 分 别 是 09，，1，4，…,0。 即 

xXx:012345 6 7 8 9 101112 

r, 0 1493121010123 9 4 1 

由 于 (13+a)2= 13(13 + 24)+@， 

所 以 x 取 13- 25，26 - 38，… 的 值 ， 它 们 的 余 数 是 周期 
地 重复 出 现 ， 而 这 些 余数 中 没有 一 个 是 6， 于 是 ， 无 论 m、z 
取 什 么 整数 都 无 法 使 原 等 式 成 立 。 

所 谓 “ 分 化 >， 就 是 先 把 问题 分 割 为 若干 小 问题 ， 然 后 着 
手 解 决 这 些小 问题 ， 最 后 大 问题 也 就 随 之 而 解 ， . 

例 5 (IMO 试 题 冰岛 提供 ) 

数 X1，Xs，… ,Xn 等 于 1 或 - 1， 目 Xi 。 Xe。 Xs Xs+ Xo。 
Kae Xa4® KH rt Nn-s * Xn-2* Xn-i* Xnt+ Xn-2* Xn-y * Xn XL 
二 Xn-Ai* Xn* Xi* XatXn* Xi* Xo。 Xs=0。 证 明 # 能 被 4 整 
除 。 

思考 ”分 两 步 证 ， 每 次 都 证 明 t 及 m(n= 2m) 能 被 2 整除 ， 
问题 就 解决 了 。 . | 

证 明 设 3k= Xk。xx+ri* Xx+2， Xk+s3。 若 kh+i 超 过 mn 时， 
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+t jf。 

由 已 知 yk= 1 或 ~ 1 且 y1+ y+ +yn=0， 可 知 式 中 1 
和 一 1 各 占 其 半 ，n 为 偶数 ， 设 n= 2m。 

于 是 ye yee ryn= 1 -m=(~1)". 

又 yg Yn Xe Kee Xn) = 1, 

则 (~-~TDDm=l m=2p, n=4p (PpEN) 

凶 x 能 被 4 整除 。 

这 里 所 说 的 “四 想 ”， 意 指 联 想 、 猜 想 、 推 想 、 异 想 。 所 
谓 “ 联 想 ”% 就 是 在 以 前 所 学 的 知识 仓库 里 ， 找 出 与 题目 很 接 
近 的 或 很 相似 的 原理 、 结 论 或 命题 来 ， 变 通 使 用 这 些 知 识 ， 
看 看 能 否 解决 所 论 问题 。 

例 4 (IMO 试 题 民主 德国 提供 ) 

在 平面 内 有 100 条 不 重合 的 直线 ,它们 的 交点 恰好 是 1985 
个 。 这样 的 直线 是 否 存 在 ? 如 果 有 ， 请 你 找 出 来 。 

思考 考虑 到 平面 上 m 条 平行 线 组 与 条 平行 线 组 的 交 
点 有 mm 人 个。 这样， 本 题 就 类 似 于 求 满足 mx= 1985，m+n= 
100 的 m、# 之 信 、。 于 是 联想 韦 达 定理 , 造 一 个 一 元 二 次 方程 ， 
求 出 它 的 近似 根 ， 再 尝试 次 求解 决 问题 的 办 法 。. 

由 于 x2 ~ 100x+ 1985=0，Xx, 洁 73，Xs 洁 27， 

73x27= 1971<1985， 

故 把 xs 改 为 22， 留 出 一 条 作为 调整 。 因 为 最 后 留 出 的 这 
一 条 直线 与 前 面 99 条 直线 最 多 有 99 个 交点 ， 于 是 发 现下 面 这 
个 等 式 ， 

1985= 73 x 26 + 99— 12。 
从 面 每 猕 解 题 办 法 。 
艇 作 直 线 系 Y= AR= 1，2，…，73) 和 ?= i(i= 1，2， 
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…，。26)， 再 作 直 线 !，y = x+ 14。 

因为 直线 /与 上 述 二 直线 系 有 99 个 交点 ， 但 其 中 (1,15)， 
(2，16)，(3，17)，…，(12，26) 这 12 个 点 是 重复 的 ， 应 于 
扣除 ， 于 是 这 100 条 直线 就 有 1985 个 交点 . 

所 谓 “ 猜 想 ?， 就 是 当 其 对 解决 问题 的 途径 、 原 则 和 方法 
不 能 马上 找到 ， 而 要 去 选择 一 些 虽然 不 能 完全 正确 地 解决 问 
题 ， 但 却 接近 于 解决 问题 的 途径 、 原 则 和 方法 。 当 然 ， 销 想 
不 一 定 正 确 ， 为 此 还 须 证 明 其 真实 性 。 

例 5 (IMO 试 题 多 牙 利 提供 》 


Hi 
设 Sn= 5 (kh5+ kr), 求 9 和 95s 的 最 大 公 因 数 ， 


思考 ”通过 观察 来 探索 9" 的 通 项 公式 。 
2 以 1，2，3，… 代 入 得 


。14 。24， 


Ss= 2.34= 2 34, 


Ss=2. 34.54= 5 。64， 


从 而 猜想 


Su= Bunt 1 (*) 
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解 ， 首先 证 明 上 述 猜 想 。 
当 #= 1 时 ，( 水 ) 式 显然 成 立 。 
假设 n= 8 时 (<* ) 式 成 立 ， 则 当 m=h+ 1 时， 


Opi 证 和 Ch+ 1)4+ (hk+1)5+ Ch+1)? 
+t 1)4Chs + 8 名 十 24 包 十 32 有 8 十 16》 


本 C+ 1)4Ch + 2)4 


可 知 (* ; 式 亦 成 立 。 
则 知 稍 想 证 实 ， 有 


1 n(n+1) YY 
Sa mnt lym2 {ety , 


a of 3n(C3n+ 1) 4 
从 而 So= 2 St ] * 
(GD 当 n= 28 时 ， 则 "与 sn 的 最 大 公 因 数 d = (Sh, Ssn) 
{of2R(2R+1) 下。f6RC6R+I) 
Gm 


办 为 2k+ 1 与 6+ 1 互 素 ， 所 以 
d= 2RAC(2R+ 1)4, 34] 
若 R=3p+1, 2R+1=6p+3=3(2p+1), 


， 81n2 
j qd = =- 一 
则 了 
若 ps3p+1， 则 d= 于 。 
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(2) 当 2= 28+1 时 ， 
Sn= 2[((2k+ 1)(8+ 1)]4, 
Ssn= 2[3(28+ 1)(3k+ 2)]4, 
因为 38+ 2 与 28+1、R+1 互 素 ， 所 以 
d= (Sn, San)=2(2k+1)sC3, (R+1)Y. 
当 k=38p+2，K+1=3(p+1) 时 ， 
则 4 =2n，34= 162n4, 
当 k 寺 3p+ 2 时 ，d = 2n4。 
所 谓 4 推 想 ?， 就 是 充分 应 用 已 知 条 件 ， 眼 盯 着 求证 的 目 
标 , 逐步 探索 ， 采 取 “ 摸 着 石头 过 河 ” 的 办 法 ,看 一 步 走 一 步 ， 
例 6 〈IMO 试 题 越南 提供 ) 
在 平面 内 ，G@zw 的 圆心 和 半径 及 ,以 及 直线 o 都 是 已 馈 的 ， 
2 到 a 的 距离 是 d， 且 d 之 有 RR， 在 G 上 选取 M .YY 两 点 ， 能 得 只 人 
为 直径 的 圆 与 Ow 相 切 ， 求 证 y 
， 在 平面 上 存在 一 个 点 4， 使 
4 对 MN 的 视角 为 定 值 ， 


思考 ”充分 应 用 已 知 条 lw 
， 初 步 探索 4 的 位 置 。 a 
件 初步 探索 的 位 置 首先 cr 


建立 直角 坐标 系 ， 如 图 11-1。 ~ 
考虑 到 对 于 任意 的 MN 都 ; 
存在 定点 4， 这 样 4 必定 在 y (图 11-1) 


办 上， 因而 设 4 的 坐标 为 0， 从， 以 MN 为 直径 的 圆心 C 的 
法 宗 为 (Xx，0)， 则 知识 (x~r，0)，N(x+r，0),， 它们 与 4 
的 联 线 的 斜率 分 别 是 
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h 
x+r | 
解 4 对 MN 的 视角 9， 可 由 下 式 求 得 ， 
2rh 
tgl = Harth (1) 


ks = i 


因 x2+d2= R2+2Rr+r?, 
则 x2-r2= R2+ 2Rr ~ d2 


代入 (1) 得 tg0 = (2) 


2rh 

T+ oRr -d+ 
对 (2) 进行 分 析 ， 显 然 当 且 仪 当 

好 = 由- RI 时，tg0 = ;20 = 和 为 定 值 ， 

这 就 说 明 ， 平 面 上 存在 一 点 440，w di 一 县) 和 它 关 于 % 
轴 的 对 称 点 4(0，- vdi- 及 ) ,对 MN 的 视角 是 定 值 arctg 
h 
RR" . 

所 谓 “ 蜡 想 ”, 就 是 努力 发 挥 “ 求 异 思维 ”的 能 动作 用 ,寻找 
异 于 常规 的 巧妙 解法 。 

例 7 (MO 试题 新加坡 提供 ) 

a、b、c 是 实数 且 满 足 


1 1 上 二 
be~a? ta-b tab-o 


cs Qa b- C 
求证 Voor ta- bot Cobo 0 
思考 ”从 形式 上 看 ,已 知 和 求证 的 两 个 式 子 都 是 轮换 式 ， 
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这 样 容易 暗示 我 们 用 “轮换 式 分 解 因 式 ”的 方 法 以 求 c，! 或 e 
的 值 ， 再 把 它 代 入 求证 的 左边 ， 使 其 值 为 零 。 但是， 这 种 方 
法 难以 进行 ， 因 此 ， 必 须 改 变 策略 ， 探 索 异 于 寻常 的 解法 。 

车 把 等 式 左边 的 分 母 视 为 x，y，z， 观 察 它们 之 间 的 联 
系 ， 作 出 下 面 的 乘积 ， 


(| 


我 们 发 现 ， 从 已 知 的 条 件 和 求证 结论 中 给 予 了 提示 ， 右 
边 中 括号 内 的 值 应 该 为 0%。 事实 上 ,a(y+2)+b(x+2)+c(% 
+y)=a(ca—- b2+ab—c2)+b(bec~ait+ab—a)+c (bec—-a+ 


ca—b2)=0, 这 样 ， 问 题 就 解决 了 。 


1 1 1 a b 
解 ， (prt + ib)(B Ta- 


b 


; 
《55 二 055 (ca— 02)2 (ab— c2)2 + 


1 1 外 
因为 殉 二 训 ta- tbo =0, . 


5 a 6b _¢ 本 
所 以 om) + a- bt (bo 0 
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二 、 扩 知识 、 促 进 正 迁 移 


数学 竞赛 试题 ， 涉 及 的 知识 面 广 ， 不 仅 有 传统 数学 的 内 
容 ( 如 初等 数论 、 初 等 几何 、 代 数 与 初等 函数 等 ) ,而 且 近代 
数学 和 现代 数学 (如 组 合 数学 、 图 论 、 函 数 方程 、 概 率 论 等 ) 
知识 与 日 俱 增 ; 不 仅 要 运用 传统 数学 中 的 重要 方法 (如 反 证 
法 、 数 学 归纳 法 等 ) ,而 且 也 要 运用 中 学 教科 书 里 一 般 未 曾 介 
绍 的 新 的 数学 方法 (如 抽 屠 原则 抽 与 包含 排斥 原理 等 ) .因此 ， 
本 书 第 一 册 ( 初 中 部 分 ) 和 第 二 贡 ( 高 中 部 分 ) 的 前 面 十 讲 的 有 
关内 容 ， 都 为 扩大 知识 面 而 作 了 专题 讲解 ， 以 期 见 多 识 广 ， 
创造 条 件 ， 促 进 正 迁移 的 产生 . 

例如 ， 对 于 大 家 熟知 的 集合 知识 ， 首 先是 我 们 要 能 熟练 
地 应 用 它 来 解决 有 关 其 概念 、 运 算 的 一 般 问题 ;二 是 必须 热 
悉 由 它 导 出 的 十 分 有 用 的 “ 抽 履 原则 六 三 是 牢固 掌握 “包含 排 
斥 原理 ”四 是 应 当 注意 平面 点 集 问题 。 

对 于 集合 概念 与 运算 的 应 用 ， 这 里 再 举 二 例 ， 

例 1 〈87 年 全 国 竞赛 题 ) 

已 知 集合 M = {x，xy，1g(xXy)} 及 NM ={0，|x|， 


y}， 并 且 M =N， 那么 ( x+ 0 A 


+ (xm 十 oi) 的 值 等 于 


思考 因为 M=N， 所 以 OEM， 是 x、 >》 均 不 能 为 0， 则 
lg(xy)=0, xy=1, 
从 而 ,1EN。 若 y= 1, 必 有 x= 1, 这 与 集合 元 素 的 互 异性 
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矛盾 。 故 具 能 |x| = 1 且 x= -1， 得 y= ~1。 因此， 


1 1 1 


x+ 六 = -2， i a 四 本 
X2000 十 Jam= 2 ， 200 + = 2。 


所 以 ， 要 求 和 的 值 等 于 - 2 。 

例 2 〈86 年 全 国 竞赛 题 ) 

设 实数 <。、b、c 满 足 
a2~bc-80+7=0 
Le 6=0， 


那么 c 的 取 值 范围 是 
(A) (—00, +00), (B) (~ co， 1)UCc9, +co)， 
(C) (0，7)， (D)C1，9]。 


思考 ”因为 (~-ceo，+co)n((-ceo，1]UC9,+co))n 
(0，7)=(0，1]， 所 以 ， 取 a= 方 E(0, 1 并 代入 题 设 
第 二 式 时 ，， 得 b+cz+boc+ 3= 0。 由 此 有 


2 
0 <(b+ 过 ) + 二 cn 名 二 ob ~ 3。 


上 述 矛 盾 表明 (A4)、(B)、(C) 均 不 真 ， 因 而 应 选取 答案 
(D). 

对 于 % 抽 屠 原 则 ”, 本 书 第 一 册 ( 初 中 部 分 ) 已 作 详细 讨论 ， 
不 再 歼 述 。 

对 于 “包含 排斥 原理 ?, 这 里 作 一 简要 介绍 。 

假设 4 是 一 个 有 限 集 ， 它 的 元 素 个 数 用 符号 n( 4) 表示 。 
例如 ，4 = {x|x 是 10 以 内 的 奇 自然 数 }， 则 nn(A)= 5 。 
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我 们 若 能 将 集 A 分 成 满足 下 述 性 质 的 x 个 子 集 ， 
(1) A AsU AsU UU An= A, 
(2) AiN A,= Oi, j=1, 2,， 1, ij) 
则 有 4 ，A4。，A，，…，An 称 为 4 的 一 个 完全 分 划 。 
显然 ， 如 果 Al，4，，、…， 4 是 4 的 一 个 完全 分 划 ， 则 
nCA)=n( A) tn A + thn( An). 
但 是 ， 在 很 多 情况 下 ， 要 找到 4 的 一 个 完全 分 划 并 不 容 
. 易 ， 因 而 提出 这 样 一 个 问题 ， 若 和 4，4A2，…，An 是 4 的 子 
集 ，ALU 42U…U 4n= 4， 我 们 如 何 计算 n(A)? 下 列 基本 
原理 作 了 回答 
命题 1， nC A As)= nA) + (As)-n(A NA,). 
命题 2。n (AWU A3U As) =mAl) +n(As) +t+n(As) 一 5 
(ANA) — nANA) -nd AsN AY) + nANAsN A). 
证 明 nCAWU AsU As)=nC(AiU A2)U As) 
=n( A A) +n(As) ~ nt A A2) NN Ag) 
=n(A+n(As)—n( AN As) +n As) -CU 
As,) NA] 
=R(A) tn A) — nA NA) + HAs) -nt A N 
A3)U (Asf\ As)) 
=Nn(A1) tn( As) tn( As)-n( AN As)~n(AN 
As)—n(AsN A,)+rnct( A NN As) NAsN As) I 
= AD)+NAAY) + hn A) -HAN A AN As) 
BN AD + AN dN AD 


定理 ] 设 Ai， As, "yg 上 4x 为 有 限 集 合 ， 其 元 素 个 数 
分 别 为 4(-L)， n( A,), 人 An). 则 和 
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n( LU AsU :UU A,) = 了 >) n(A:) — > n( 4 站 


1 ixi<i< 


了 Li) 十 >» nAIN AIN A tt (Dm nd 


Nf) A 。 

这 个 定理 ， 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 .( 从 略 ) 

利用 这 个 定理 计算 集合 元 素 的 个 数 ， 首 先 计 算 包容 了 的 
元 素 的 个 数 ,但 包容 多 了 时 ,又 排除 掉 某 些 重复 计算 的 元 素 的 
个 数 ， 当 排除 多 了 时 ， 又 要 包容 进来 ， 如 此 继续 下 去 ， 就 得 
到 所 求 元 素 的 个 数 ， 这 是 计数 方法 中 的 一 条 重要 原理 ， 被 称 
为 包含 排斥 原理 ， 是 由 西 尔 维 斯 特 (J. J.Sylvester 1814 一 
1847 ) 创立 的 , 其 后 被 庞 加 菜 (H。].poincare 1854 一 1912) 
把 这 一 原理 推广 到 概率 论 中 加 以 应 用 。 

例 5 〈79 年 福建 省 竞赛 题 ) 

某 校 先后 举行 数理 化 三 种 竞赛 ,学 生 中 至 少 参加 一 科 的 ， 
数学 807 人 ， 物 理 739 人 ， 化 学 437 人 ;至少 参加 两 科 的 ， 数 
学 、 物 理 593 人 ， 数 学 、 化 学 371， 物 理 、 化 学 267 人 ;三 科 都 
参加 的 218 人 。 试 计算 参加 竞赛 的 学 生 总 数 。 

思考 ” 设 M = { 人 参加 数学 竞赛 的 学 生 }， 

了 = { 人 参加 物理 竞赛 的 学 生 }， 
Q= {参加 化 学 竞赛 的 学 生 }。 

由 题 设 有 nCM)=807,n(P)=739,n(Q)=437,n(MN 
P)=593, nu( MNQ)=371, nCPNQ)=267, nMNPNOQ) 
=213. 

所 以 ，nCMUPUQ)=807+739+437-593 一 371--267 

+213 = 965。 
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注 ， 本 例 应 用 图 解法 是 很 直观 和 简便 的 ， 请 读者 自行 完 


如 果 用 -4 表示 -4 的 补 集 ，S 表 示 全 集 。 则 由 De. Morg- 
an 定律 易 得 四 
定理 2.。 设 4 ,是 全 集 S 的 子 集 ( 人 = 1，2，…0)， 4 是 -4 
的 补 集 ， 即 4,= S- 4,， 则 | 
MA NAN A = nS) - Tn A + Fn( A, nN 
A -En ANAN A + 
+(~— 1)n(ANAN-.…N An). 


证 明 因为 S= (CAVY AsU…U AWU(CAN A mn … 
| NM An) 

且 (AU AsUY :UYU AVN AN ANN An)= 8, 
所 所 x A n AsN:…N A = AY AsU UAn) 
nS (AU AsY UYU An)] 
=n(0)—-n( AU AsU UYU An) 

根据 定理 1 ， 则 得 


nAN AN NN =MXS)- Tn AD + Dn AiN A) 

~ Sin(ANA,N Ar) PE + 

| (- 1)"™n (A fl AN NN An). 
定理 2 有 时 也 称 为 逐步 淘汰 原理 。 


例 4 ” 试 求 从 1 到 500 的 自然 数 中 ， 那 些 不 能 被 3 或 5 任 
何 一 个 整除 的 数 的 个 数 。 
思考 设 9 = {1， 2，3，4，…， 500}, 
4 = {x| xeS，x 能 被 3 整除 }， 
4 = {x|xes，x 能 被 5 整除 }。 
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显然 ， 4 {x|xes,x 不 能 被 3 整除 }， 
4 = {x|xes，x 不 能 被 5 整除 }， 
A1N 4;= {x|xes，x 不 能 被 3 或 5 整除 }. 


由 题 意 ,n( 4.)= [3 ]= 166， 


nC A) = [9 = 100， 


n(AiN As) = [区 = 33， 


所 以 74U4o)=M4)+N4) -84n As) 
=166+100~ 33=233。 


又 因 A\NMAs= A1U As= 5S- (A 4,), 
所 以 rn (Ai 站 As)=n(s)—n( AWU As)=500 -233 = 
267。 

即 是 从 1 到 500 的 自然 数 中 不 能 被 3 或 5 任何 一 个 整除 
的 数 的 个 数 是 267 . 

这 样 ， 利 用 逐步 淘汰 原理 ， 可 从 问题 的 反面 迁 回 地 计算 
来 解答 问题 。 

在 数学 竞赛 中 ， 有 不 少 关 于 平面 点 集 的 试题 ， 其 中 一 类 
就 是 以 平面 有 限 点 集中 的 点 为 顶点 ， 构 成 各 种 不 同形 状 的 多 
边 形 问 题 。 解 决 这 类 问题 一 般 有 两 件 基本 工具 ， 一 件 是 周 界 
多 边 形 存在 定理 ， 另 一 件 是 以 五 个 点 的 情形 作为 基本 依据 . 
en ba eng da 
ea 
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设 有 一 个 由 平面 上 有 限 个 点 组 成 的 集合 G， 如 果 存 在 一 
个 及 G 中 的 点 作为 顶点 的 凸 多 边 形 ， 使 得 G 中 其 余 的 点 都 在 
它 的 内 部 ， 则 将 这 个 凸 多 边 形 叫 做 G 的 凸 包 ， 又 叫 周 界 多 边 
形 。 

定理 5 任何 含有 有 限 个 点 的 平面 点 集 G， 只 要 其 中 任 
意 3 点 都 不 共 线 ， 就 都 有 一 个 
周 界 多 边 形 . 

记 点 集 G 中 的 点 的 数目 为 
#， 我 们 来 对 * 作 归纳 证 明 。 

若 4= 3， 则 结论 显然 成 


立 


假设 z = & 时 绪论 成 立 ， 我 
们 来 考察 n=k+1 的 情形 。 《图 11-2) 

任 取 平 面 上 一 点 P。 设 4 是 G 中 距 P 最 远 的 点 ， 连 P4， 
并 过 4, 作 直线 [4 PA;。 则 知 G 中 其 余 点 与 P 均 位 于 /的 同一 
侧 。 于 是 可 找 出 G 中 两 点 4s 和 4s， 使 得 G 中 的 所 有 点 均 在 
人 A444A14s 内 部 及 其 两 边 上 .不 妨 设 Ap 和 4s 分 别 是 射线 41A8 
和 A4,4, 上 距 41 最 近 的 G 中 的 非 41 的 点 ， 连 A424,， 如 果 G 中 
其 余 点 均 在 人 A4,A4sA, 内 部 , 则 入 A444A5A4s 就 是 G 的 周 界 多 边 
形 。 和 否则 ， 必 有 一 部 分 G 中 点 位 于 该 三 角形 外 。 我 们 来 对 G 
， 中 除 妇 之 外 的 4 个 点 使 用 归纳 假设 , 知 它们 存在 周 界 多 边 形 . 
而 由 4s、4s 的 性 质 知道 ， 这 两 个 点 一 定 是 -该 周 界 多 边 形 的 
顶点 。 于 是 连 线 4s44s 或 为 该 周 界 多 边 形 的 一 条 边 ， 或 为 它 
的 一 条 对 角 线 。 不 论 鄂 种 情形 ， 我 们 都 保留 上 述 周 界 多 边 形 
位 于 Ac 4 以 外 的 部 分 ， 疝 控 上 AsA4, 和 4, 4, 两 条 边 ,使 . 
其 成 为 一 个 新 的 凸 多 边 形 。 不 难 想见 ， 该 凸 多 边 形 就 是 点 集 
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G 的 周 界 多 边 形 。 于 是 由 归纳 法 原理 知 命题 获 证 

上 述 有 关 周 界 多 边 形 存在 性 的 定理 ， 是 平面 有 限 点 集 的 
一 个 重要 的 基本 人 性质， 许多 与 平面 点 集 有 关 的 问题 ， 就 是 以 
它 作 为 依据 来 解决 的 。 

例 5 (85 年 全 国 竞赛 题 ) 

在 平面 上 任意 给 出 5 个 点 ， 以 4 表示 这 些 点 间 最 大 距离 
与 最 小 距离 之 比 ， 证 明 4>2sin54"， 并 讨论 等 号 成 立 的 充分 
必要 条 件 。 

我 们 来 分 情形 讨论 ; 

(1) 5 个 点 中 至 少 有 3 个 点 4 ， 4，4s 共 线 ,这 是 最 简 
单 的 情形 。 

不 妨 设 4s 在 4, 和 4 之 间 ， 而 且 4,4s< 4s4s， 于 是 就 
有 


/> 4 全 全 > a 及 闪 贡 24a >2>2sin5de。 


在 其 余 的 情形 中 ，5 个 点 中 的 任意 3 点 都 不 共 线 ,也 就 是 
说 其 中 任意 3 点 都 可 构成 三 角形 。 这 些 情 形 的 解答 都 与 下 述 
引 理 有 关 。 

引 理 若 A4BC 中 最 大 角 不 小 于 108", 则 它 的 最 长 边 与 
最 短 边 之 比 不 小 于 2sin54" 。 等 号 当 且 仅 当 最 大 角 为 108", 且 
其 余 两 角 相 等 时 成 立 。 


设 人 A 为 最 大 角 , 人 C= x 为 最 小 角 ， es -44 


过 36° 。 等 号 当 且 仅 当 A=108" 且 人 B= LC 时 成 立 ， 另 由 
正 束 函数 性 质 知 


sinA=sin(B+C)>sin2x = 2sinxcosx, 
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于 是 ， 只 要 对 人 A_4BC 运 用 正 艾 定 理 , 并 根据 余 苞 函数 性 
质 即 知 


a sind 2sinxcosx 
a 之 


ce sinC ” sinx 

”由 证 明 过 程 可 知 , 等 号 当 且 仅 当 和 4=108* 且 人 B= 人 C 
时 成 立 ， 

有 了 这 个 引 理 ， 我 们 只 要 再 对 5 个 点 的 位 置 区 分 各 种 情 

形 ， 分 别 讨论 从 它们 帮 为 顶点 的 三 角形 中 ， 是 否 存 在 如 引 理 

所 述 的 三 角形 就 可 以 了 。 情形 的 区 分 则 基本 依 据 定理 3 进 

行 。 


= 2COSX>2c0536° = 2sin54° 


(2) 5 个 点 恰好 形成 正 五 边 形 4,4s4s4446， 这 时 ， 五 
边 形 的 五 个 内 角 缘 为 108"， 而 5 条 边 和 5 条 对 角 线 也 都 分 别 
相等 所 以 ，5 个 点 之 间 的 距离 只 有 两 种 情况 ， 或 等 于 边 长 ， 
或 等 于 对 角 组 长 。 鉴 于 这 种 情况 ， 由 引 理 即 知 4= 2sin54" 。 

(3) 5 个 点 形成 凸 五 边 形 ， 但 不 是 正 五 边 形 。 我 们 再 来 
分 两 种 情形 考虑 ， 如 果 5 个 内 角 郊 相等 ( 即 都 等 于 108" )， 那 
么 由 于 4,4s4,4:4s 不 是 正 五 边 形 ， 所 以 必 有 两 条 邻 边 不 


. 相等 ， 不 妨 设 4, 4s< 4，4;， 于 是 由 引 理 即 知 ?> 你 全 ~ 


2sin54* ,如果 5 个 内 角 不 都 相等 , 则 必 有 有 一 个 内 角 大 于 5 委 - 
= 108" ， 不 妨 设 人 As>108"， 于 是 由 引 理 仍 知 


AA, AA, in6de 
和 >mo 和 和， AsA. >2sin54°。 


(4) 5 个 点 的 周 界 多 边 形 为 凸 四 边 形 4,A，A，As， 而 As 
在 其 内 部 . 我们 任意 作 出 周 界 四 边 形 的 一 条 对 角 线 ， 将 其 
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分 为 两 个 三 角形 。 由 于 5 个 点 中 的 任意 3 点 都 不 共 线 ， 则 知 
As 必 沙 在 上 述 两 个 三 角形 之 一 的 内 部 。 不妨 设 4; 在 
和信,As4, 内 部 。 再 连 A,As、A2As 和 AsAs, 将 八 AA,As 
分 成 3 个 三 角形 (图 11-3). 由 于 这 3 个 三 角形 的 以 As 为 项 点 


的 3 个 内 角 之 和 为 360*， 因 而 必 有 其 一 不 小 于 360- = 120。， 
所 以 由 引 理 便 知 4 之 2sin54" 。 


A4 


3 


《图 11-3) (图 11-4) 


(5) 5 个 点 的 周 界 多 边 形 为 A4, 4s4s， 而 4 和 -As 在 其 
内 部 (图 11--4)。 于 是 只 要 对 人 4,4。4s 和 .45 作 与 情形 (4) 相 
应 的 讨论 ， 即 知 仍 有 4 之 2sin54" 。 

上 述 五 种 情形 概括 了 平面 5 点 的 一 切 可 能 的 位 置 情况 ， 
故 知 所 证 不 等 式 恒 成 立 。 又 由 于 等 号 在 情形 (2) 中 一 定 成 立 ， 
所 以 又 可 得 出 结论 ， 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 5 个 点 构成 
正 五 边 形 。 

注 ， 上 述 问题 是 5 点 问题 中 的 一 个 普通 的 例子 ， 采 用 了 
划分 情形 讨论 问题 的 方法 作出 解答 。 这 种 讨论 问题 的 方法 ， 
对 于 处 理 一 些 与 平面 有 限 点 集 有 关 的 问题 ， 常 常 是 有 效 的 。 

例 6 (第 11 届 国际 竞赛 题 ) 

在 平面 上 给 出 了 个 点 (n>>4)， 现 知 其 中 任 意 3 点 不 共 
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线 。 证 明 ， 至 少 存在 C3_, 个 以 上 述 点 为 杭 点 的 凸 四 边 消 。 

众所周知 ， 关 于 5 个 点 的 情形 有 如 下 命题 ,“ 在 平面 上 给 
出 5 个 点 。 如 果 其 中 任意 3 点 不 共 线 ， 则 至 少 存在 一 个 以 上 
述 点 为 顶点 的 凸 四 边 形 ?。 现 在 ， 我 们 就 以 这 个 命题 作为 解 
答 本 例 的 基础 ， 然 后 再 给 出 这 个 5 点 问题 自身 的 证 明 。 

如 果 n =5， 则 由 上 述 命题 知 本 例 结论 成 立 , 因 Ci-, = Ci 
=1]。 
如 果 n>>5， 则 自 # 个 点 中 任意 取出 5 个 点 来 ， 其 中 都 有 
某 4 个 点 构成 串 四 边 形 ， 所 以 ， 连 同 重复 计算 在 内 ， 至 少 有 
C5 个 凸 四 边 形 。 但 因 每 个 这 样 的 凸 四 边 形 的 4 个 顶点 , 都 可 
归属 于 C1_ ,个 不 同 的 5 点 组 ， 所 以 每 个 凸 四 边 形 , 最 多 可 能 
被 重复 计算 了 CI_,。 = 2 - 4 次 ， 故 知 不 同 的 凸 四 边 形 的 数目 不 


> 于 CC 
会 少 于 FC4-， 个 。 
注 1 通过 上 述 例题 6， 我 们 看 到 了 5 点 组 对 解 题记 起 的 


基础 作用 ， 从 中 学 到 了 解决 平面 点 集 问题 的 一 个 重要 方法 。 
注 2 上 面 关 于 5 个 点 的 问题 ,也 可 以 通过 考虑 周 界 多 边 


形 的 形状 而 划分 情形 讨论 ， 
(1) 如 果 5 个 点 的 周 界 多 边 形 为 凸 五 边 形 或 西 四 边 形 ， 
则 结论 显然 成 立 。 
(2) 如 果 5 个 点 的 周 界 多 A 


边 形 为 A44s4s， 而 4 和 
-5 在 其 内 部 ， 如 图 11-5 所 示 ， 
可 连接 4,44, .44 和 4 44， 
而 将 人 4 4s4s 分 为 3 个 三 角 了 国 
形 。 由 于 5 个 点 中 无 3 点 共 线 ， (图 11-5) 
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则 知 4s 必 落 在 上 述 三 个 三 角形 之 一 的 内 部 。 不 妨 设 在 
A44s44 内 部 ， 连 4,4s， 则 线段 4.4s 必 与 线段 4,44 或 
444 相交 ， 且 交点 不 在 这 些 线段 的 端点 处 . 不 妨 设 4sA4s 与 
AsA4 相 交 ,于 是 扫 244,A; As 就 是 一 个 凸 四 边 形 (图 11-~5) , 因 
而 结论 证 实 ， 


三 、 勘 练习 ， 培 养 庄 能 力 


通过 练习 ， 努 力 探索 解 题 规律 ， 认 真 总 结 解 题 方 法 ， 不 
断 提 高 解 题 能 力 。 

在 解答 数学 问题 中 ， 也 有 不 少 规律 性 的 东西 ， 如 果 我 们 
认真 探讨 并 加 以 掌握 ， 就 可 加 深 对 问题 的 认识 ， 有 些 问题 便 
可 迎刃而解 ， 进 而 给 以 推广 。 

例 1 《〈 第 一 届 《 华 罗 庚 金杯 赛 》 试 题 ) 

将 自然 数 1， 2，3，…， 按 右 图 排列 ，- 

从 1 开始 ， 右 边 写 2, 然后 
向 下 转弯 写 3， 再 疝 左 转弯 写 
4，5， 再 向 上 转弯 写 6，7，… 。 


2 可 
20 6 一 9 一 f 


| 
| 
这 样 ， 第 一 次 转 弯 的 是 第 2， 1 6 
第 二 次 转弯 的 是 3 ， 第 三 次 转 1 4-3 人 2 | 
弯 的 是 5， 第 四 次 转弯 的 是 7， -1 | 


问 第 二 十 次 转弯 的 是 几 ? 

把 转角 上 的 数 写 出 来 就 是 2，3，5，7，10，13， 
17，… 

我 们 先 关 名 相 吉 亲 数 的 关系， 作出 它们 的 差 ， 得 1，2， 
2， 3， 3， ee 本 

由 此 可 见 ， 第 一 个 数 是 1， 第 二 ，、 第 三 个 数 是 2， 2， 第 
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四 、 第 五 个 数 是 3，8。……。 所 以 转角 上 的 数 有 这样 的 规 
律 ， 
第 一 个 转角 上 的 数 是 2， 
第 二 个 转角 上 的 数 是 3= 2+ 1 
2 个 数 
第 三 个 转角 上 的 数 是 5=2+1+2 
人 
3 个 数 
第 四 个 转角 上 的 数 是 7=2+1+2+2 
一 一 一 一 
4 个 数 
第 五 个 转角 上 的 数 是 10 =2 +1+2+2+3 
5 个 数 
依次 类 推 ， 
第 二 十 个 转角 上 的 数 是 


2+1+2+2+3+3+… 十 9+9+10+10 
个 a 


=1+2(1+2+3+'. +9+10) 
=1+2x55=111, 


注 ， 车 将 上 述 问题 推广 到 一 般 情况 ， 即 求 第 "个 转角 上 
的 数 是 几 ? 也 不 难得 出 答案 . 

事实 上 ， 设 第 "个 转角 上 的 数 是 cn， 根据 题 意 ,有 下 列 规 
律 ， 


当 n 是 偶数 时 ，on = cn-i+ 3 


G=2 


当 "是 奇数 时 间 用 十 了 


Cn = Cn-1l 十 2 人 1)， 
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将 以 上 两 种 情况 写成 统一 的 表达 式 ， 就 是 


0 = 2 


Gn = Qn-! + 县 + 二 二 
下面， 我 们 来 求 0 的 用 4 表示 的 式 子 。 
_ 1 Eo 
on=0n1+ 1 [2n+1 (-1) | 


[ =0n-2+ 1 [2n- 1—- (~1)”! } 


qs=0+3(5—1) 
将 这 n- 1 个 式 子 相 加 ， 得 
an =2+ 二 {C5+7+ + (2n-1) 


+[-1+1-1+."- (~-1)"} 


1f C2n+6)(n—1) = 人世] 
| 2 3 


= 革 [22+4n+9+(-D"|、 

同一 个 题目 ， 从 不 同 的 角度 和 不 同 的 途径 去 寻找 不 同 的 
解法 ， 既 可 以 增加 知识 的 纵横 面 和 深 广度 ;又 可 以 发 据 知 识 
的 内 在 联系 ， 达 到 扩大 视野 积 锻炼 思维 的 作用 ， 还 可 以 总 结 
各 种 解 题 方 法 ， 从 中 比较 ， 巧 解 竞赛 题 。 

在 解 题 方 法 中 , “构思 模型 法， 不仅 具有 独特 、 巧 妙 的 
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“独到 之 处 ?， 而 且 还 可 借助 构思 的 图 形 得 到 所 论 问题 的 更 强 
的 结果 ， 

例 2 〈57 年 北京 市 竞赛 题 ) 

方程 sin2A+sin2B+ sin:C =1 中 设 4、B、.C 都 是 锐 


角 ， 求证 ， F<A+B+C<n. 


思考 一 ”由 题 设 有 
sin24=1T-sin2 有 9- sin2C = cos2B— sin?C 
= CoOsB— sinCcossB+ Sin2Ccos2 甩 ~ Sin2C 
= cos2 有 cos2C - sin2 有 sin2C 
=(cosBcosC- sinBsinC)(cosBeosC + sinBsinC) 
=cos(B+C)cos(B-C). 
今 B 和 C 都 是 锐角 ， 故 cos(B- C)>0， 从 而 cos(B+C) 
之 0， 即 8+C 也 是 锐角 ， 因 此 A4+B+C<x。 
又 因 B、C 是 锐角 ， 当 有 cos(8-C) 之 cos(B+C)， 即 
sin2A=cos(B-C)cos(B+C)>cos:(B+C) 


=sins(F-B-C ) 
但 4 与 B+C 是 锐角 ， 即 有 
sin 4 >>sin( 芝 ~-B-C )， 


从 而 4> 了 -8B-C， 即 4+B+C 之 也 


思考 二 (构思 模型 法 ) 
如 图 11-6 所 示 ， 作 一 个 长 方 体 KLMN ~ KLMN, 
使 其 长 、 宽 、 高 分 别 为 
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KL _KL 
= 六 TI< 太 ZI 


ML .ML 
“WL<SNE 


KL=sin4, LM = sinB, MM,= sinC， 
则 由 题 设 得 此 长 方 体 的 对 角 线 长 为 
LN,= KM,=WsiniA+siniB+ siniC= 1, 
因此 ，~KNL= A4, LMN.L=B, AMKM.=C. 
因 N1,L>NL， 所 以 
sinA=sinAKNL 


7 = sinAKNL, 


sinB= sin /A MNIL 
=sin /MNL, 


(图 11~6) 


故 A<ZKNL, B<LMNL， 
A+B<AKNL+ AMNL= 了 


同 理 可 证 B+C< 了 ， C+4<7， 从 而 


2(A+B+C) < + 有 +C< 


记 LN 与 KMM, 的 交点 为 O, 则 

ZKOL=24A, LLOM=2B, LMOM,-= 2C. 

因为 三 面 角 的 任何 一 个 面 角 小 于 其 他 两 个 面 角 的 和 ， 所 
24+2B= /KOL+ ALOM> /KOM. 

于 是 ， 2A+2B+2C>/AKOM+ /MOM.,=7. 


从 而 A+B+C>3. 
注 ， 上面， 我 们 不 仅 证 明了 例 2 ， 而 且 应 用 构思 模型 法 
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还 得 到 了 更 强 的 结果 ， 
> <A + C< ms 


立体 几何 的 解 题 技 巧 ， 从 根本 上 说 ， 就 是 实现 空间 问题 
向 平面 转化 的 技巧 ， 其 主要 表现 在 于 跨越 具体 的 转化 过 程 ， 
直接 利用 已 有 的 转化 结论 (定理 、 公 式 等 )， 寻求 简捷 的 解 是 
手段 。 对 此 ， 我 们 应 当 努 力 培养 空间 想象 能 力 . 

例 5 85 年 全 国 竞 赛 题 ) 

如 图 11-7， 在 正方 体 48CD-A,B.C1D! 中 ，EB 是 BC 的 
中 点 ，F 在 44 上 ， 且 4PF:F4=1:2， 求 平面 B 五 三 与 底 
面 4,BCD: 所 成 的 二 面 角 。 

思考 一 ” 显然， 本题 主要 考察 参赛 者 的 空间 想象 能 力 。 


(图 11-7) 


求 二 面 角 要 先 作 出 它 的 棱 ， 这 就 是 截面 和 底面 的 交 线 。 
为 此 ， 可 先 求 截面 和 忆 ,4, 延 长线 的 交点 五 . 由 于 平面 
4DD4, 1 平面 BCCiB:， 所 以 它们 与 截面 的 交 线 平行 。 于 
是 可 连 B,E， 过 f 作 直线 平行 于 BE， 交 AD 于 G， 交 D14， 
于 且 ， 则 BI 为 所 求 二 面 角 的 杰 ( 图 11-8)，。 
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求 二 面 角 还 得 归结 为 求 它 的 平面 角 。 平 面 角 的 位 置 可 以 
选择 ,最 好 要 和 已 知 元 素 有 直接 联系 .这 样 可 作 A1N, LB,H 
于 入 。 由 三 垂 线 定理 知 FN 4B 有 ， 所 以 人 AWNF 就 是 所 求 
二 面 角 的 平面 角 。 
我们 要 求 出 人 LN 的 数值 ， 为 此 可 求 tg 人 LAWNF = 


48， 由 于 4 己 = 半 4 4， BE =3BC. 为 了 避免 分 数 , 不 


妨 设 41.4=BC=6、 则 A\Ff =2，、BE =3、 还 要 求 4N。 由 
A4iB 面积 2 倍 为 4N .B= 41B1. 4 有 ， 其 中 4B， 
=6。 应 先 求 4, 遇 和 BI 瑞 , 而 4, 且 可 利用 相似 三 角形 A1FH、 
AFG、BBIE 的 边 长 比例 求 得 。 事实 上 ， 
AH:AF= AG:AF= BE:BB,, 
即 AfH:2=3:6, 则 4.H=1。 
于 是 ， BH=vVADi+AH? = Vt =v37， 


二 6 
AN= 4B fH- i 


A 
tgAANP = IN "6 
v37 


因而 LANF =arcte¥ a1. 


注 ， 上 面 寻 找 二 面 角 的 平面 角 的 方法 是 基本 的 ， 但 是 在 
平面 角 不 很 明显 的 情况 下 ， 添 辅助 线 是 困难 的 。 

思考 二 ”过 B 作 平面 BE 的 垂 线 8O，0 为 自足 . 

因 有 B, 是 平面 4,B,C:D, 的 垂 线 ， 由 易 证 的 命题 ; “两 个 
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平面 间 的 二 面 角 的 平面 角 与 两 
平面 的 垂 线 所 成 的 角 相 等 或 互 
补 ”， 则 知 求 平面 38,E 玉 与 平面 
41B1C1D, 的 二 面 角 ， 只 需求 
出 B180 即 可 . 而 和 AB, BO 是 
直角 三 角形 ， 若 令 正 方 体 边 长 
为 1， 只 需求 出 BO 的 长 ， 问 题 
就 迎刃而解 了 。 


利用 四 面体 体 各 六 -aiap= 村 Sapizr。 有 BO 和 三 pr-aiza= 
二 SAmiaa 时 Bi = 二 (去 '1 . 到 )1 = 十. 由 二 者 相等 可 得 


BO= 芝士 一 


ABIEF 


现在 ， 关 键 在 于 求人 BE 的 面积 ， 当 然 可 用 海伦 公式 
求 得 ， 但 此 法 计算 太 繁 ， 所 以 迫使 我 们 另 想 他 法 ， 

这 里 ， 介 绍 一 种 独特 的 添加 畏 助 线 的 方法 ， 可 使 面积 计 
算 大 为 简化 ， 

图 11-9 所 示 , 过 作 FGLBiE， 交 BE 于 G， 即 找 出 
AFBIE 的 高 PG， 再 过 F 作 FH.] 4,B,， 交 B.B 于 及 ， 连 
接 HG. 

因为 ”PH 上 HG， 有 ELFG， 由 三 重 线 定理 之 道 定 
理 知 BE 上 HG 所 以 AB1GH 是 直角 三 角形 ， 

利用 ABIGH~ABBE, 有 古 吕 =- 沪 仇 -， 由 此 可 得 
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1G = 


gi 


故 FG?=FH?; HG?= 


BE=vVBBIrBE: = 人 


多 


Sapipr= 也 BE. FG -YH, 


设 /B,BO= ce(e 和 90")， 则 tga = A 


a= te-'¥ 7, 
即 平面 B,EF 与 底面 4,8,C,D, 所 成 的 二 面 角 为 
合理 的 恩 维 是 解 题 成 功 的 前 提 ， 勤 于 练习 ， 有 利于 学 会 
应 用 正确 的 逻辑 思维 方法 去 寻找 有 效 的 解 题 途径 ， 有 利于 我 
们 根据 思维 的 逻辑 规律 ,有 条 不 率 地 对 条 件 和 结论 进行 分 析 、 
思考 ， 题 中 条 件 和 结论 有 何 特征 ? 题目 要 求解 决 哪些 问题 ? 
解决 这 些 问 题 必须 具备 什么 条 件 ? 等 等 :不断 克 服 思 路 范 
然 ， 不 知 所 措 的 现象 ， 在 培养 逻辑 思维 能 力 上 多 下 功夫 ， 事 
实 上， 也 只 有 从 提高 能 力 着 手 ， 才 能 适应 各 级 各 类 竞赛 的 要 
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例 4 《17 届 全 苏 中 学 生 数 学 奥林匹克 试题 

一 群 幼儿 园 的 孩子 一 对 跟着 一 对 地 排队 。 我 们 发 现 每 列 
中 站 着 的 男孩 和 女孩 的 数目 一 样 多， 一 男 一 女 组 成 的 对 数 等 
于 其 余 的 对 数 。 求 证 这 群 孩子 的 总 数 能 被 8 整除 。 

思考 为 了 方便 ， 用 ( 男 ， 女 ) 表 示 第 一 列 的 男孩 和 第 二 
列 的 女 按 所 成 对 的 对 数 ， 其 余 类 推 ,用 a 表示 这 些 孩子 的 总 对 
数 ， 即 总 数 的 一 半 。 由 第 一 列 男孩 和 女孩 的 数目 一 样 多 ,得 ， 


( 男 ， 女 )+ ( 男 ， 男 ) = 二 4 (1) 
( 女 ， 男 ) + ( 女 ， 女 ) = 六 a (2) 
由 第 二 列 男孩 和 女孩 数目 一 样 多 ， 得 

( 男 ， 男 ) + ( 女 ， 男 ) = 本 4 (3) 
( 男 ， 女 ) + ( 女 ， 女 )= 二 (4) 
出 一 男 一 女 组 成 的 对 数 等 于 其 余 的 对 数 得 

( 男 ， 女 ) + ( 女 ， 男 ) = ( 男 ， 男 ) + ( 女 ， 女 ) (5) 


由 (1) 一 (3) 得 〈 男 ， 女 ) =( 女 ， 男 ) 
由 (1) 一 (4) 得 〈 男 ， 男 ) =( 女 ， 女 ) 


由 (1) 得 〈 男 ， 女 )= 二 0 
则 a= 4( 男 ， 女 )， 显 然 命 题 正 确 ， 


例 5 〈86 年 全 国 竞赛 题 ) 
平面 上 有 一 个 点 集 克 和 七 个 不 同 的 圆 Cl， Cs, Cs， "9 
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C?， 其 中 国 C 恰 好 经 过 对 中 的 七 个 点 ， 圆 Ce 恰好 经 过 对 中 的 
六 个 点 ，…， 圆 Ci 恰好 经 过 4M 中 的 一 个 点 ， 那 么 人 中 的 点 数 
最 少 为 ， 

(A)11, (B)12, (C)21, (D)28. 

思考 ”假设 各 圆 经 过 M 中 的 点 彼此 不 同 ， 则 知 双 中 最 少 
的 点 数 是 ，7 + 6+5+4+3+2+1= 28. 但 实际 上 每 两 阅 都 可 
以 有 公共 点 ， 所 以 答案 不 是 (D)。 要 使 再 中 的 点 最 少 ， 应 使 
各 圆 上 的 点 尽 可 能 多 地 重合 .. 

圆 Cr 上 已 有 愉 中 的 七 个 点 ， 圆 Ce 与 C7 至 多 有 两 个 交 上 已 ， 
则 Ce 最 少 要 经 放 中 的 四 个 点 ; 圆 Cs 和 C4 分 别 与 C7 与 Ce 相交 两 
个 点 ， 因而 贺 Cs 最 少 还 要 经 过 以 中 的 男 一 点 ， 加 Cs、 CC 
显然 都 不 需要 经 过 内 中 的 其 它 点 。 

综 上 可 知 ， 以 中 的 点 数 最 少 是 ?+ 4+ 1= 12 个 ， 故 选 答 
案 (8B)。 
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沉着 应 战 ， 力 争 优 异 成 绩 


纵 观 国内 外 数学 竞赛 试题 ， 或 取材 于 初等 数学 ， 而 将 近 
代 、 现 代数 学 思想 方法 体现 于 解法 中 ， 或 取材 于 近代 数学 的 
某 些 分 支 ， 取 其 特例 等 编 成 竞赛 题 。 除 此 ， 还 有 一 些 试题 并 
不 需要 高 深 的 数学 知识 ， 却 需要 参赛 者 的 机 智和 有 灵感、 一定 
的 思维 技巧 和 应 变 能 力 。 熟 知 竞赛 试题 的 特点 ， 参 赛 时 才能 
保持 清醒 的 头脑 ， 旺 盛 的 精力 ， 临 阵 不 乱 ， 沉 着 应 战 ， 抓 住 
思想 中 的 一 闪 火 花 ， 寻 求 巧妙 的 解 题 因 路 和 方法 ， 力 争 优异 
成 绩 。 在 这 里 ， 仅 就 参赛 时 应 注意 的 几 个 问题 ， 作 一些 探 
讨 、 


一 、 细 心 审题 ， 抓 住 基本 , 


细心 审题 是 正确 解 题 的 前 提 ， 是 提高 解 题 能力 的 重要 一 
环 ， 审题 时 应 做 到 “四 要 ， 四 不 要 ?>。 即 ， 一 要 通读 全 题 ， 理 
解 题 意 ， 不 要 断章取义 ;二 要 对 题目 中 关键 的 字 和 词 仔细 推 
敲 ， 不 要 一 掠 而 过 # 三 要 敌 清 已 知 条 件 中 的 含义 及 其 与 要 求 、 
结论 之 间 的 关系 ， 不 要 草草 下 笔 ， 随 意 推 站 ， 四 要 努力 联系 
基础 知识 ， 全 面 辨 析 题 意 ， 把 握 解 题 关键 ， 不 要 孤立 地 思考 
问题 ， 犯 “一 孔 之 见 ? 的 错误 。 

这 里 所 说 的 “基本 ”， 除 一 般 含义 外 ,还 包含 基本 题 之 意 。 

341 


从 整体 上 讲 ， 一 份 竞赛 题 ， 多 数 题目 在 内 容 方面 ， 没 有 超出 
中 学 数学 教材 规定 的 范围 。 因 此 ， 只 要 我 们 善于 联系 所 学 知 
识 ， 应 当 说 解答 这 类 题目 没有 多 大 困难 。 一 般 地 说 ， 第 一 试 
中 的 多 数 题 是 基本 题 ， 就 是 第 二 试 中 也 有 基本 题 。 对 此 ， 我 
们 应 当 十 分 重视 。 “ 
例 1] (85 年 全 国 竞赛 题 ) 
假定 有 两 个 命题 ， 
甲 a 是 大 于 0 的 实数 ， 
a>bBo-i>b-!. 
那么 (4) 甲 是 乙 的 充分 而 不 必要 的 条 件 ; 
(B) 用 是 乙 的 必要 而 不 充分 的 条 件 ; 
(C) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 3 
( 忆 ) 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 , 也 不 是 乙 的 必要 条 件 。 
事实 上 ， 这 个 选择 题 上 只 要 我 们 掌握 了 充分 条 件 、 必 要 条 
件 、 充 要 条 件 的 定义 ， 再 作 适 当 的 讨论 ， 便 不 难 作 出 正确 的 
选择 ， 得 到 答案 (有 )。 
. 例 2 ( 首 明 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 竞 赛 题 ) 
和信 4BC 中 ，BC 边 上 的 高 4D= 12, 4 的 平分 线 AE = 
13。 设 BC 边 上 的 中 线 4F = m。 问 m 在 什么 范围 内 取 值 时 ， 
-4 分 别 为 锐角 、 直 角 、 钝 角 。 
解 ” 为 了 方便 起 见 ， 如 图 12 一 1 所 示 。 设 AB=c, AC= 
b, BC=a, AD=h, AE =1. 
由 分 角 线 定理 知 ，BE:EC= AB: AC =c:b, 


由 此 ， EC:BC=b:(b+c),T BO 


C __ ac 
从 而 ， BE=LECe T= De 
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假设 4=90"， 则 由 
ft2=b-BF。.EFC=b-2 


= Doc。 


(+Cc)2 一 2 202C2 


(5+c)2 (+c7 汪 ” 


又 由 9c=ha,， 有 bc=12a 
再 有 a2=b2+c2= (b+c)?— 


将 (1)、(2) 代 入 (3) 得 


= 0 = 2028 
于 是 n= 


a ,,_ azbe 
ps “b+e | (b+rc)s 
+o=Y¥ 2be (1) 

3 
(2) 
2pc (3) 
= 24x 169 
119 ” 


由 上 易 知 ， 当 m 为 2028 时 ， 芝 A4 为 直角 。 


119 
再 作 进 一 步 分 析 ， 便 知 ， 


当 m 之 2028 时 ， 乙 .4 为 钝 角 # 


119 
2028 


当 13<m<20 二 时， 一 4 为 锐角 。 


119 


A 


FED™ 


《图 12 一 1) 


(图 12 一 -2) 
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例 3 (第 12 属 国际 数学 竞赛 题 ) 

设 几 是 一 个 人 ABC 的 边 4B 上 的 任意 一 点 ，ri1，rs， ?分 
别 是 和 人 A4MC、A 人 人 BMC、 人 4BC 的 内 切 圆 半 径 ， pi，ps，p 
分 别 是 这 些 三 角形 在 .4CB 内 部 旁 切 圆 半 径 。 求 证 ， 


证 明 如 图 12 一 2。 设 BL4C=c，- -45pC=p， 
LAMC=56. 


, a 4 
易 知 4B=r (ctg9 + ctg) (1) 
_ tae: 
AB=p (te 人 + tg) (2) 
tg + tg~ 
从 而 廊 = tt (3) 
人 
ctg F +etgg 
同 理 叶 =tg9tg9 0 
Di 2 2 
ra 4, Br, 180~0 Brod | 
tgFtE 2 tg ct 本 (5) 


由 (3)、(4)、(5) 得 


| BI. 
让 


三 
由 Di pb 了 
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例 4 (82 年 西 德 竞赛 题 ) 
用 S 表 示 数 列 1，2，3，…，2" 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 之 
和 。 求 证， 3S=4"*+2。 

注 ， 这 是 一 个 与 自然 数 有 关 的 命题 ， 容 易 联 想到 用 数学 
归纳 法 。 

证 明 当 2= 1 时 ， 数 列 为 1，2， 则 S=1+1= 2,3x2= 
6= 4!+2， 故 命题 为 真 ， 

假设 t=8~ 1 时 ， 数 列 1，2，3，……，2*-! 中 各 项 的 最 大 


奇数 因子 之 和 Sk-1 = 二 (4%!+2)。 


当 n= k 时 ， 数列 1， 2，3， …,2* 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 
之 和 9k=[1+3+5+…+(2~-1)]+{2，4， ,6,…，。2*} 中 各 
项 的 最 大 奇数 因子 之 和 ，。 


jk 1 oh 
因为 1+3+5++ (2 一 = 人 一 “和 


{2，4，6，…，2*} 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 之 和 = {1， 
2，3，…，2*!) 中 各 项 的 最 大 奇数 因子 之 和 = Sk-i= 二 
(4*-t + 2)。 

所 以 Sk= 4*- + 诗 4! +2) = 计 (4*+2)， 

由 上 可 知 ， 命 题 成 立 。 


解答 前 面 四 例 ， 运 用 所 学 的 知识 并 不 多 ， 可 谓 基 本 题 。 
当然 ， 要 能 得 出 正确 结论 ,也 必须 深入 地 分 析 和 仔细 地 计算 。 


二 、 仔 细 观 察 ， 全 面 分 析 
仔细 观察 试题 的 条 件 、 结 论 、 题 型 和 根据 题 意 作出 的 图 
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形 ， 往 往 会 帮助 我 们 思考 问题 ， 寻 求解 法 。 

例 1 (第 27 届 国际 数学 竞赛 题 ) 

设 正 整数 d 不 等 于 2，5，13。 证 明 ， 在 集合 {2,5,13, d} 
中 ， 可 以 找到 两 个 不 同 元 素 4，b， 使 得 26 ~ 1 不 是 完全 平方 


证 明 观察 所 给 集合 中 的 元 素 ， 得 知 有 下 列 关系 ， 
2x5-1=3:，2x13-1=52，5x13 一 1= 8?。 
于 是 ， 只 需 证 2d - 1，5d ~ 1，13d - 1 不 都 是 完 全 平方 


数 。 

证 明 这 样 的 否定 命题 ， 可 用 反 证 法 。 

假设 24d-1=x? (1) 
5d~1=y (x, y, 2EN) (2) 
13d -1 = 有 (3) 

由 此 导出 矛盾 即 可 。 

通过 仔细 观察 ， 可 以 猜测 矛盾 存在 于 三 式 共 有 的 d 的 性 

质 之 中 。 


先 观察 (1) 式 ， 可 知 x 是 奇数 。 令 x= 204- 1， 代入 (1 式 
得 2d-1= (28- 1)2。 从 而 4 = 2 只 ~ 2n+1， 显 然 4 是 奇数 . 
若 q 是 奇数 ， 由 (2)、(3) 知 ，y 和 z 都 是 偶数 ， 可 令 y= 
20，2= 29。 
如 果 将 y= 20，z= 29 直 接 代入 (2)、(3) 得 
5d—-1=4p:, 13d—1=4g 
不 易 导 出 矛盾 . 
如 果 由 2 2d= (2 y= p= (9~ 8) 


(q+ p) 便 知 9- D2 是 偶数 ， 从 而 D.9 同 是 奇数 或 同 是 偶数 ， 
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于 是 p+9，g 一 p 均 是 偶数 . 

则 知 ”2d 是 4 的 倍数 ， 显 然 ，q 是 偶数 。 这 与 上 面 推 得 < 
是 奇数 相 和 矛盾。 命题 得 证 。 

例 2 (第 19 届 全 苏 中 学 生 数学 奥林匹克 试题 ) 

在 锐角 三 角形 中 ， 由 每 边 
的 中 点 向 其 它 两 边 引 垂 线 。 证 
明 ， 这 些 垂 线 围 成 的 六 边 形 的 
面积 等 于 三 角形 面积 的 一 半 。 

证 明 ” 先 由 题 意 作出 图 12 B 
~3。 设 P、Q@、R 为 人 人 ABC 三 
边 的 中 点 ， 并 向 其 它 两 边 引 垂 
， 线 , 围 成 六 边 形 RMPNQL. 再 


设 此 六 边 形 的 面积 为 S$. 要 证 S = Sac. 


(图 12-3) 


通过 观察 图 形 ， 引 出 辅助 线 RP、PQ、QR. 易 得 人 AQR 
兰 ABRPsACPFQsAPQR 并 且 这 些 三 角形 都 是 锐角 三 角 
形 ， 它 们 的 垂 心 Z、M、WN 都 在 AL4BC 内 。 
再 观察 图 形 ， 易 知 
S=Sapor tSAoLr + SARMp + SAPNO® 
又 由 题 设 ， 不 难得 到 
ARMPAALQ, APNQSARLA., 


于 是 ， SSapor+ Sasno= Sse 
例 3 (第 五 届 美 国 数 学 邀请 赛 试 题 ) 


正方 形 S, 和 Ss 内 接 于 直角 三 角形 4B8BC， 如 图 12-4 所 示 ， 
车 面积 (S$,) = 441， 面 积 (Ss) = 440,， 求 4C+CB， 
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解 设 CB=x，CA=y， 要 求 2=X+y。 


A A 
MP Ke 
om :A 


2 (2) 


et ) 


(图 12-4) 


先 观察 网 12-4(1)， 可 知人 A4BC 面 积 的 2 们 是 
Xy=21(X+y) = 21z。 
再 观察 图 12-4(2)， 易 知 
AAEF~AABC~ADBG. 
AF =>Y MOY , GB= VA40%. 
x 


从 


4 刀 = v440 人 ne )= vr. 


xX 
由 于 x2+ y2=(X+y)?~ 2Xy =22- 422， 


1 
2 + y2) = 一 -一 
人 4 212z 


1 


= (22 一 422)。 
» XY 


se 
二 


所 以 4Br=440( 训 -1 ) = 22— 422, 
即 440(z-21)?= 441(22 一 42z)， 
22~ 422— 440 x 212= 0， 
其 正 根 为 ”2=21+ v217+440x21 
=21+441= 462。 
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B 


甫 法 二 ”他 组 观察 辐 形 、 易 知 直 前 三 角形 4BC 斜 边 揭 长 


21(csceLd + sec A}= vd440 (ctgA+1+tgA)., 
号 边 惧 雇 sir di0s 千 泽 
21(cosA tSin A)= vd440 (coss AtsinAcos A 
+ sin2 A) 
= 440 (1l+sinAcos A) 
两 思 委 梁 得 
441(1+2sin Acos A) = 440(1+ sinAcos A)? 
Bi 4 的 (sin Acos A2~ 2sin AcosA -1=0, 


解 得 正 根 siu AcosA= 访 。 


于 是 AC+CB=21(ctgA +2+ tgA) 


_ 1 
2 人 se | 
= 21{(20 + 2) = 462。 
为 了 完整 地 钾 答 试题 ， 必 须 进 行 全面 分 析 ， 对 各 种 可 能 
的 情况 ， 都 应 加 以 讨论 。 
例 4 。 (79 年 中 川 省 竞赛 题 ) 
没 函 数 产 <) = 。 (xs0)。 求 下 式 


1+ 2f (tx) + 3Cf XY YE eo + nCf Cx) I! 
的 和 5。 
解 ” 由 题 疫 x 站 0 敌 ， 本 岗 应 从 玖 六 而 分 析 书 各 


(1) 当 x 二 人 0 过 ， fx) = ;Es 
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故 S=1 +2+3+…+Hs nt 1)， 


(2) 当 x<0 时 , 则 f(x)= -EL = - 1. 
故 3=1-2+3-4+…+( 一 1)2-208 一 TD) 
+ (~ 1)”-in, 
， 又 S=1-2+3~-4+.…+(~1)"-:(n—1) 
+(—1)"in。 
将 上 面 两 式 相 加 ， 得 
2S=1—-1+1—1++(~1)i+(- 1)7-in 


Lc Pr + (— Din 


= 1-(-D"+2n -DD 1-(-1)"(1+2n) 
2 2 


1— (~1)”(2n+1) 
| 和 
则 3 


例 5 (79 年 全 国 竞赛 题 ) 

在 单位 正方 形 的 周 界 上 任意 两 点 之 间 连 一 条 曲线 。 如 果 
它 把 正方 形 分 成 面积 相等 的 两 部 分 。 证 明 这 条 曲线 的 长 度 不 
小 于 1。- 

证 明 ， 设 曲线 PQ 把 正方 形 4B8CD 分 成 等 积 的 两 部 分 。 

显然 ， 我 们 必须 就 PP、Q 两 点 所 处 的 不 同位 置 ,一 一 加 以 
讨论 . 

(1》 如 果品 、Q 两 点 分 别 在 一 对 对 边 上 ， 显 然 有 曲线 站 Q 
的 长 宇 | 48|=1，。 | 
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(2) 如 果 尼 、Q 两 点 分 别 在 相 邻 两 边 上 ， 设 /在 43 上 ， 
Q 在 4D 上 。 假 设 曲 线 PQ 和 对 多 线 没有 任何 公共 点 ,这 时 PQ 
和 顶点 4 围 成 的 部 分 的 面积 小 于 人 48D 的 面积 , 即 小 于 正方 
形 面 积 的 一 闪 , 与 题 设 饿 盾 ， 因 此 曲线 PQ 和 对 角 线 BD 必 有 
公共 点 。 设 有 一 个 公共 点 为 六。 作 MP'L4B,MQ’L 4D， 
则 

曲线 PQ 的 长 = 曲线 PM 的 长 + 曲线 以 Q 的 长 

> M+ IMQN|= (BP) + A 


=1AB|I=1. 
D Ce D Sm C 
Q l 
0 F E 
A Pp 6 AP WG68 
(区 12-5) (图 12-6) 


(3) 如 果 书 、Q 两 点 在 同一 条 边 4B8 上 ，8C 和 4D 的 中 
点 分 别 是 如 、 已 。 (图 12-6》 

假设 曲线 PQ 和 EF 没有 任何 公共 点 ， 则 曲线 PQ 和 线 眉 
PQ 围 成 的 面积 显然 小 于 正方 形 的 一 半 ， 与 题 设 矛盾 . 因此 
曲线 PQ 和 线段 EF 必 有 公共 点 。 设 有 一 公共 点 为 覆 , 作 MMN 
J4AB、 噶 

曲线 PQ 的 长 = 曲线 PM 的 长 + 曲线 玫 Q 的 长 

>IMNj+JMN}=1. 
综合 上 面 三 种 情况 的 讨论 ， 可 知 命题 真 。 
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例 6 86 年 全 国 竞赛 题 ) 
已 知 /f(x) = 11 - 2 xl,xE50，1， 那 么 方程 


了 


的 解 芍 是 ，。 
解 0 条 件 。 不 难 知 道 函 数 的 八 段 表达 式 ， 
1- 8x 。 当 0<x< 二 时 ， 得 = “5 
| 8 17 
| wl <- a 4 也 
| &X 一 Ms -| 村 ，: 过， 
上 人 
: ; 1 < 3 6 
~“ 4 <X< -一 时， 二 
3- 8x 4 < 二， 得 xs 1 
| 人 3 当 3 <x< 二 时 ， 得 xs ji 
( 
ff(f C0) = 15- gx Ty 
| 2 17 
-5 当 <x< 汪 时 ， 得 X= 总 
8x 一 5 3 X<C 才 ， 得 x6 
让 14 
7 一 3. 这 魏 X< 时， 得 x%7 = :- 
8 4 1 Xx 得 x; 1 
8x-7 当 <x<] 得 za= :4 
8 


综 上 可 知 ， 所 求 方程 的 解 的 个 数 是 8. 


三 、 抓 住 难 点 ， 反 复 思 

竞赛 题 难度 大 ， 是 它 的 一 个 显 落 特点 。 竞 赛 题 难 在 什么 
地 方 ? 这 应 具体 问题 具体 分 析 。 一 般 地 讲 ， 只 要 我 们 抓 住 试 
题 的 难点 ， 经 过 反复 思考 ， 穗 可 帮助 我 们 寻求 解 题 方 法 。 在 
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这 里 ， 仅 就 四 方面 的 难点 举例 说 明 。 一 是 求 值 时 难以 直接 计 
算 而 成 为 难点 ， 二 是 新 定义 一 个 概念 成 了 难点 ， 三 是 新 定义 
一 种 运算 而 成 为 难点 ， 四 是 如 何 发 现 关系 寻找 规律 这 一 大 难 


点 。 


意 ， 


例 1 (第 一 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 
设 o = 6”+ 8”"， 求 a8 被 49 除 的 余数 ， 
解 ”本题 的 难点 在 于 不 便 直 接 求 出 css 的 值 . 反复 思考 题 
由 49 与 6、8 的 关系 ， 易 将 表达 式 变形 为 
an=(7-1)"+(7+1)。 
根据 公式 (9+ 0) "= 2 Csa" “6*， 对 于 奇数 x 有 
Qn= [7* -C7™! 1 C27": a 
+[77+C1I72-1+C272-2+ + OTT + O717+1) 
= 2C77 + C27"-2 + OETA Ces73 4 77) 
= 2x A972 + C7 + OSTITE 4 es + 1-37) + 14n. 


显然 ，ass= 49k+14x83= 49R+1162 (REN). 


于 是 ，auss 被 49 除 的 余数 = 1152 被 49 除 的 余数 = 35、 

例 2 (83 年 全 国 竞赛 题 ) 

已 知 49、2、c、d、tn、# 为 正 实数 ，P=wab+wecd，Q 
e 
7 


a 
= /mat A 一 ， 邦 么 


(A) PQ, ‘8B) P<Q, (C) P<Q, 

(DD) 记 、Q 大 小 关系 不 确定 而 与 mm、# 大 小 有 关 ， 

解 ” 本 题 的 难点 在 于 已 、Q 之 值 无 法 确定 。 抓 住 这 一 难 
采取 投石 癌 路 的 办 法 解 之 。 

车 各 字母 均 取 l1， 则 有 了 =2,Q= v2w 2 =2, 从 而 排除 
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答案 C， | 
车 ta=c=4, 6b=d=1，m=4，n=2， 则 有 P=4，Q= 
v18， 于 是 <Q， 排 除 答案 (4). 
在 剩 下 两 个 答案 中 ， 显 然 应 当 考察 (B)。 由 于 直接 比较 
P、Q 难 以 进行 ， 对 此 特 作 如 下 计算 


Hi 


Q2— Pz= (mat ne( 3 + “| ~ tab + ed + 2v abcd) 


= (drod + We + md) (ab + od + 2a60d) 


mm 


= Nbc 下 md. = 


m1 
>2Vabed -2abcd =0 

则 Q2 宇 P2， 从 而 二 RQ， 应 选 答案 (B8)。 

例 3 (第 五 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 

一 个 非 负数 的 有 序 对 (m、w) 称 为 “简单 的 ”， 如 果 在 做 
坟 + 1 的 加 法 时 用 不 着 进位 ，m + n 称 为 有 序 对 的 和 ， 求 和 为 
1942 的 “简单 的 ? 非 负 整数 有 序 对 的 个 数 。 

解 本题 的 难点 在 于 新 概念 “简单 的 ? 非 负 数 有 序 对 
(1 .2) 及 其 和 的 理解 ， 抓 住 这 一 难点 反复 思考 ， 易 知 丰 二 7 = 
1942， 明 有， 


个 六 年 位 | 百 位 Fr 位 


站 tL 2, 3 4, 0s 6， 7， 8， 9， 


| 43,2,10， | 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0, 


于 是 ， 所 求 有 序 对 的 个 数 是 

Clae Cls* Cilio * Cla=3x5x10x2=300。 

例 4 “〈85 年 全 国 竞 赛 题 ) 

对 任意 实数 x，y， 定 义 运算 xx* y=ax+ by+cxy， 其 中 
a，4b，c 为 常数 。 等 式 右 端 中 的 运算 是 通常 的 实数 加 法 ,乘法 
运算 。 现 已 知 1 六 2=3，2 米 3= 4， 并 且 有 一 个 非 零 实数 d ,使 
得 对 任意 实数 x 都 有 %*d=x， 则 d= ___ 

解 ” 本题 的 难点 一 是 对 新 运算 (# ) 的 理解 ， 二 是 就 题 设 
对 任意 实数 x 都 有 x*d =x 的 理解 ， 只 要 抓 住 所 述 难点 , 便 不 
难 求 出 解答 ， 


事实 上 ， 由 题 设 有 

a+20+2c= 3 (1) 
2a+3b+6c= 4 (3) 
ax+bd+cdx=%x (3) 


在 (3) 中 因 d 夺 0， 则 取 x =0， 有 45=0; 再 取 xX= 1， 有 a+ 
cd =1。 又 从 (1)、(2) 中 解 得 4 =5，c = - 1， 故 d = 4， 

例 5 《第 一 届 《 华 罗 庚 金杯 赛 》 试 题 ) 

七 十 个 数 排 成 一 行 ， 除 了 两 边 的 两 个 数 以 外 ， 每 个 数 的 
3 倍 都 恰好 等 于 它 两 边 的 两 个 数 的 各 ， 这 一 行 的 最 左边 的 几 
个 数 是 这 样 的 ， 0，1，3，8，21，…， 问 最 右边 的 一 个 数 除 
以 6 余 几 ? 

解 ”本 题 的 难点 在 于 如 何 求 出 这 七 十 个 数 分 别 被 6 除 的 
余数 ? 如 何 寻找 这 些 余数 的 规律 ? 对 此 ， 抓 住 难点 ， 深 入 理 
解 题 意 ， 反 复 思考 这 七 十 个 数 之 间 的 关系 。 易 知 ， 从 第 三 数 
起 ,每 个 数 都 等 于 它 左边 一 个 数 的 3 倍 减 去 再 左边 的 一 个 数 。 
只 此 ， 每 个 数 的 大 小 都 由 与 它 邻 近 的 左边 的 两 数 确定 . 
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因为 本 题 只 要 求 得 出 最 右边 的 一 个 数 被 6 除 的 余数 ， 所 
以 在 寻找 霹 律 时 不 必 求 出 这 些 数 本 身 ， 只 须 求 出 这 些 数 除 以 
6 所 得 的 余数 . 不 难 发 现 ， 这 些 余数 也 有 类 似 的 规律 ， 从 第 
三 项 起 ,每 一 数 是 它 左边 的 一 数 的 3 偿 减 去 再 左边 的 一 数 (如 
果 出 现 负 数 就 加 6 ， 超 过 6 就 减 6 ， 得 到 以 下 各 数 ， 

0，1，3，2，3，1，0，5，3，4，3，5，0，1，…， 

显然 ， 第 13 和 第 14 两 数 分 别 与 第 1 和 第 2 两 数 相 间 ， 其 
余 类 推 。 说明 上 述 各 数 每 出 现 12 个 数 后 重复 出 现 。 因而， 第 
72 个 数 是 5 ， 第 71 个 数 是 3 ， 第 70 个 数 是 4 。 

因 些 ， 在 题目 中 的 七 十 个 数 里 ， 最 右边 药 数 被 6 除 的 余 
数 是 4 。 


四 、 严 密 思 继 ， 注 重 推 理 

开展 数学 竞赛 ， 目 的 在 于 开发 智力 ， 培 养 能 力 ， 发 现 和 
培养 数学 人 才 ， 选 拨 尖 子 ， 促 进 第 二 课堂 的 深入 开展 .因此 ， 
在 竞赛 试题 中 ， 考 察 参 赛 者 的 逻辑 推理 能 力 的 题目 占有 一 定 
的 比例 ， 这些 题目 ， 没 有 现成 的 公式 可 以 直接 套用 ， 而 必须 
进行 严密 的 思维 ， 严 格 的 逻辑 推理 

例 1 (第 三 阶段 全 俄 中 学 生 数 学 竞赛 试题 ) 

给 定 填 满 自然 数 的 3 x 3 区 正方 形 表 (图 12 一 7(1)) 在 每 一 
步 中 ,对 于 任意 两 个 相 邻 的 数 加 上 上 同一 个 数 (两 个 数 认 为 是 相 
邻 的 ， 若 它们 在 方 格 表 中 有 公共 边 )。 经 过 若干 步 之 后 ,能 否 
得 到 ，(i) 表 中 所 有 的 方 格 中 都 填 上 了 零 ? (ii) 表 中 四 个 角落 
的 方 格 都 填 上 1 ， 而 其 余 五 个 方 格 都 填 上 了 零 ? 

解 〈i) 所 求 的 表 经 过 五 表 之 后 能 够 得 到 .如 图 12 一 7(2) 
至 (6) 所 指出 的 对 应 的 各 步 。 对 于 相 邻 两 数 的 变换 ,所 确定 的 
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问题 的 运算 步骤， 用 想 黑 边 栓 图 分 划 出 来 ， 所 加 的 数 在 笠 头 


上 已 指出 。 


(图 12 一 7) 


(ii 观察 上 述 六 个 表格 ， 注 意 到 每 个 表格 中 四 个 角落 及 
中 央 的 五 格 数 之 和 与 其 余 四 格 数 之 和 ， 它 们 总 是 相等 的 ， 所 
以 它们 之 差 总 是 为 0. 今 考虑 一 般 形 式 的 3x 3 表 格 ， 从 左 到 
右 ， 设 第 一 行 的 数 分 别 是 4:，5，c; 第 二 行 是 d ,e,f， 第 三 行 
是 g，h，&k8、 不 难 验 证 ,如 时 这 个 表 满 足 变 换 所 确定 的 问题 的 
运算 条 件 ， 则 数 s = (a+c+e+g+k) 一 (8+dU+f+ 有 不 变 、 
对 于 有 最初 的 表 ， 这 个 数 等 于 零 。 因 而 ， 在 表 中 的 四 个 角落 的 
方 格 填 1 ， 而 在 其 余 的 方 格 中 起 0， 则 数 s = 4 。 所 以 ， 由 最 
初 的 表 不 可 能 得 到 要 求 的 表 . 

例 2 (第 12 届 国际 数学 竞赛 题 ) 

找 出 具有 下 列 性 质 的 所 有 正 整 数 n, 集 合 {n，n+ 1,n+ 2， 
8+3，M+4，H+5} 可 以 划分 为 两 个 无 公共 元 素 的 非 空子 集 ， 
使 得 一 个 子 集中 所 有 元 素 的 积 与 男 一 个 子 集 的 所 有 元 素 之 积 
相等 。 
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解 ” 设 * 是 具有 题 述 性 质 的 正 整数 。 

将 {z，na+1l， 2+2，H+3，2+452+5} 划 分 成 两 个 无 公 
共 元 素 的 非 空子 集 4，B. 将 4,8 中 的 所 有 元 素 都 分 解 成 质 
因子 之 积 。 显 然 ， 集 合 4 中 所 有 元 素 之 积 与 集合 B 中 所 有 元 
素 之 积 的 标准 分 解 式 是 相同 的 ， 也 就 是 说 ， 在 集合 4 的 一 个 
元 素 所 含 质 因子 p， 也 应 是 集合 8 中 某 一 元 素 的 质 因子 ,而 这 
两 个 都 含 质 因子 p 的 数 ， 其 差 的 绝对 值 应 等 于 p 的 倍数 , 又 作 
为 元 素 的 六 个 连续 自然 数 中 任意 两 数 之 差 的 绝对 值 不 大 于 5. 
从 而 ， 各 数 所 含 质 因子 只 可 能 是 2，3 和 5. 易 知 ， 质 因子 5 只 
能 含 在 n 与 "+ 5 中。 所 以 ，z+ 1，8+2，2+3,0+4 这 四 个 连 
续 自 然 数 的 质 因子 只 可 能 是 2 各 3， 

这 四 个 连续 自然 数 中 必 有 两 个 奇数 ， 都 不 含 质 因数 2 ， 
因此 ， 这 两 个 连续 奇数 就 只 能 是 3 的 倍数 了 ， 因 而 其 差 也 是 
3 的 倍数 . 但 其 差 实 为 2 或 - 2。 显然 这 是 不 可 能 的 。 故 具有 
题 述 性 质 的 正 整数 ?不 存在 。 
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简介 国际 数学 奥林匹克 竞赛 


现代 的 数学 奥林匹克 主要 是 指 中 学 生 的 数学 竞赛 ， 最 早 
举办 中 学 生 数 学 竞赛 的 是 匈 牙 利 。1894 年 ， 匈 牙 利 “ 鞠 理 
一 数学 协会 ” 慎 重 地 通过 一 项 决议 ,为 中 学 生 举 办 数学 党 
赛 、 从 此 之 后 ， 除 了 在 两 次 世界 大 战 中 和 匈牙利 事件 期 间 中 
断 过 七 年 外 ， 每 年 十 月 都 要 举行 ， 一 直至 今 。 数 学 党 赛 为 钨 
牙 利 选拔 了 不 少 的 优秀 数学 人 才 ， 使 得 匈牙利 成 为 一 个 在 数 
学 上 享有 盛誉 的 国家 。 同时 ,也 引起 了 欧洲 其 他 国家 的 兴趣 ， 
争 相 仿效 。1902 年 ,罗马 尼 亚 首 先 由 《数学 杂志 (Gazeta ma- 
tewatica’)》 组 织 竞 赛 ,1948 一 1950 年 扩大 了 规模 ,1934 一 1935 
年 苏联 在 列宁 格 勒 、 黄 斯 科 也 举办 竞赛 ， 延 续 至 今 ， 数 学 竞 
赛 的 大 兴起 是 五 十 年 代 。 据 不 完全 统计 ， 现 在 举办 全 国 性 数 
学 竞赛 的 国家 有 保加利亚 (1949 年 开始 )、 波 兰 (1950 年 开 
始 ) .捷克 斯 洛 伐 克 (1951 年 开始 )、 中 国 (1956 年 开始 )、 德 意 
志 民 主 共 和 国 (1961 年 开始 )、 苏 联 (1962 年 开始 ) .越南 (1962 
年 开始 ). 南 斯 拉 夫 (1962 年 开始 ) .荷兰 (1962 年 开始 ) .蒙古 
(1963 年 开始 ) .英国 (1965 年 开始 )、 人 芬兰 (1965 年 开始 )、 以 色 
列 (1968 年 开始 )、 加 拿 大 (1969 年 开始 ) .希腊 (1969 年 开始 )、 
德意志 联邦 共和 多 (1970 年 开始 )、 澳 大 利 亚 (1971 年 开始 )、 
美国 (1972 年 开始 ) 等 。 

由 于 数学 竞赛 与 体育 比赛 在 精神 上 有 相通 之 处 ， 所 以 大 
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多 数 国家 的 数学 竞赛 者 叫 数学 奥林匹克 。 并 且 也 象 奥 运 会 一 
样 ， 从 1959 年 起 开始 有 了 “国标 数学 奥 林 王 克 ? {nternational 
Mathematics Oiympic);， 简 称 !M 0O. 

MO 起 先 只 是 东 网 几 个 国家 轮流 做 东 举 办 ,并 没有 多 少 
国际 性 ,到 60 年 代 末 才 渐渐 地 扩大 到 西方 国家 .1888 年 7 月 在 
澳大利亚 首都 堪培拉 举行 的 第 29 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 ， 
已 涌 有 49 个 国家 和 地 区 的 288 名 中 学 生 参 加 . 它 是 当今 世界 上 
层次 最 高 、 影 响 最 大 的 国际 中 学 生 知识 智力 竞赛 ， 

现在 的 [MO 仍然 是 轮流 做 东 ， 没 有 固定 的 组 织 与 章程 ， 
只 是 每 年 都 由 参加 国 各 举 一 人 ， 组 成 委员 会 ， 东 道 国 代表 任 
主席 . 每 次 竞赛 都 在 七 月 份 举行 。 试 题 分 两 试 共 六 题 。 第 一 
天 上 午 用 43 小 时 做 第 一 试 的 三 道 题 ， 第 二 天 上 午 又 用 4 广 小 


时 再 做 第 二 试 的 三 道 题 . 通常 是 每 题 7 分 ， 满 分 为 42 分 ， 试 
题 在 各 国 提出 芍 题 目 中 挑选 ， 一 般 认为 最 初 几 届 的 试题 难度 
不 大 ， 但 七 十 年 代 以 后 显著 地 难 了 .1980 年 的 21 忆 未 能 举行 ， 
而 以 两 个 小 规模 的 竞赛 代 规 ， 奇 怪 的 是 两 者 试题 的 难度 极 悬 
殊 。1981 年 在 美国 举行 ， 试 题 很 难 ， 成 绩 却 出 奇 地 好 。 近 年 
来 ， 帝 赛 试题 大 都 涉及 多 项 式 、 函 数 、 不 等 式 、 几 何 、 初 等 
数论 、 组 合 数学 等 内 容 ， 

TMO 虽 然 不 计 团体 名 次 ,但 各 国都 把 自己 的 总 分 作为 分 
析 成 绩 的 依据 。 一 般 地 ， 每 个 参 竞 国都 派 六 名 学 生 参加 每 
届 的 竞赛 ， 因 而 各 国 的 总 分 为 6x7X6=252 分 。1985 年 , 我 “ 
国 派出 两 名 代 表 试 探 性 地 参加 了 当年 在 芬兰 举行 的 第 26 届 
JTJMO， 这 次 成 绩 不 够 理想 ， 位 居 团 体 总 分 第 16 名 ,居中 下 水 
平 , 落 于 越南 .蒙古 之 后 .代表 回国 后 ,从 各 方面 认真 总 结 了 经 
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验 教 训 ， 在 中 国 数学 会 普及 工作 委员 会 的 具体 组 织 下 ， 通 过 
多 种 形式 的 选拔 和 培 凌 ,采取 民主 的 方式 确定 出 六 名 代表 正 
式 参加 了 第 27 届 2434O 竞 赛 , 取得 了 好 成 绩 。 第 27 居 的 考分 情 
况 是 ， 美 、 苏 均 为 203 分 、 联 邦和 芒 国 198 分 、 中 国 177 分 ,民主 
德国 172 分 、 罗 号 尼 亚 171 分 、 和 保加利亚 161 分、 多 牙 利 151 
分 ， 捷 克 斯 洛 伐 克 149 分 、 越 、 南 146 分 、 英 国 141 分 、 法 国 
131 分 等 ， 第 28 届 的 考分 情况 是 ， 罗 马 尼 亚 250 分 、 联 邦 德国 
248 分 、 苏 联 235 分 、 民 主 德国 、 美 男 、 饮 牙 利 、 保 加 利 亚 、 
中 国 200 分 等 ;第 29 届 的 考分 情况 是 ， 苏 联 217 分 、 中 国 、 罗 
马 尼 亚 均 是 201 分 ,联邦 德国 174 分 ,越南 166 分 , 美 出 153 分 等 。 

我 国 代表 队 在 第 26、27、28、29 注 1 可 O 竞 赛 中 获奖 名单 
er 


er 


2 1 | 四 男 re 名 肖 中 * 三 等 


方 为 民 | 男 | 高 三 可 上 全 -4 

| 胀 庙 男 高 三 | 上 上海 大 同 中 党 一 等 

27 11986.7| ,。 6 | 5 密 中 让 男 高 三 天 津南 下 中 学 一 革 
| 局 厌 妇 高 三 西安 85 中 学 | 二 等 

| | 条 到 男 | 高 = 湖北 黄岗 中 学 三 等 

医师 女 高 三 北京 大 学 附中 一 等 

刘 雄 男 高 三 注 北 济 明 一 中 一 等 

直 此 肖 子 刚 | 男 高 三 上 海 向 明 中 学 二 等 

| 哈 责 那 | | ”| 林 强 男 和 
高 ” 峡 男 高 三 北京 大 学 大 学 附中 三 等 

何 建 山 男 光 三 人 南部 大 了 中 三 等 
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参赛 | ， 代表 队 | 获奖 获奖 者 性 | 年 获奖 
届 次 | 时 间 | 地 点 | 人 ” 数 人 数 姓 ”名 | 别 | 级 | 所 在 中 学 | 和 次 
何 宏 字 | 男 | 四 月 豆 县 中 学 |-- 等 
陈 ” 唾 | 男 。 | 上 海 复旦 附中 -等 
澳大利亚 书 国 局 | 男 | 。 武钢 三 中 | 和光 
29 |1988。7! 一 
湛 增 拉 9 |“ 王 全 和 梅 女 | | 天 津南 开 中 学 一 等 
查 字 油 男 | ”| 南京 10 中 | 二 香 
江苏 镇 江 一 中 


美国 是 西方 工业 国家 中 较 晚 举办 全 国 性 数学 竞赛 的 一 
个 1956 年 起 ， 美 国 国 内 开始 有 人 呼吁 搞 全 国 性 数学 竞赛 ， 
经 过 了 六 年 才 实 行 。 现在， 美国 全 国 数学 竞赛 的 水 平公 认 是 
不 错 的 。 迄今 为 止 ， 美国 的 中 学 生 数 学 竞赛 有 站: 


一 、 美 国 中 学 数学 竞赛 (AHSME). 


1950 年 ， 美 国 数学 协会 首次 举行 中 学 生 数学 竞赛 ， 参 加 
对 象 仅 限于 纽约 近郊 地 区 。 到 1957 年 ， 这 样 的 数学 竞赛 开始 
发 展 为 全 国 性 的 竞赛 ， 由 美国 数学 协会 和 保险 统计 员 协 会 等 
联合 举办 。1960 年 ， 参 加 竞赛 的 学 生来 自 5200 所 学 校 ， 这 个 
竞赛 几乎 在 美国 的 每 个 州 和 加 拿 大 的 每 个 人 口 稠密 的 省 份 都 
进行 。 现 在 ， 该 竞赛 已 发 展 为 医 际 性 的 比赛 ， 参 加 者 除 美国 
外 ， 还 有 加 拿 大 、 爱 尔 兰 、 澳 大 利 亚 、 点 和 森 堡 、 比 利 时 、 匈 
牙 利 、 意 大 利 、 波 多 黎 各 、 牙 买 加 等 。1985 年 参加 竞赛 的 学 
生 超 过 380000， 他 们 分 别 来 自 各 个 国家 和 地 区 的 5917 所 学 
校 。 
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美国 中 学 数学 竞赛 的 范围 完全 以 标准 的 中 学 课程 为 基 
础 ， 它 面向 中 学 的 几 种 不 同 水 平 的 学 生 ， 而 不 是 只 为 高 能 力 
的 学 生 服 务 。 

美国 中 学 数学 竞赛 试题 全 部 采用 选择 题 的 形式 ， 题 目 由 
美国 数学 协会 选 定 、 印 刷 ， 然 后 邮寄 到 各 校 ， 考 题 的 第 一 、 
二 部 分 ， 针 对 学 生 垄 握 概 念 的 程度 ， 考 查 学 生 有 关 的 基本 知 
识 和 基本 技能 ;第 三 、 四 部 分 则 超越 了 学 校 教学 大 纲 的 要 
求 ， 考 查 一 些 具 有 探索 人 性、 提高 性 的 问题 。 从 1974 年 起 ， 竞 
赛 试 题 是 30 道 选择 题 ， 并 规定 在 90 分 钟 内 完成 ， 每 题 给 出 5 
个 供 选择 的 答案 ， 其 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 是 正确 的 。 在 1985 
年 之 前 ， 评 分 方法 是 每 人 先 有 30 分 的 底数 ， 然 后 每 答对 一 题 
得 4 分， 每 答 错 一 题 扣 1 分 ， 未 回答 的 题 既 不 得 分 也 不 失 
分 。 如 全 对 者 ， 则 加 120 分 ， 得 满分 150 分 、 在 1986 年 中 ， 采 
用 新 的 评分 方法 ， 每 一 题 答 对 者 得 5 分 ， 不 答 者 得 2 分 ， 管 
错 者 得 0 分 ， 满 分 仍 为 150 分 . 

竞赛 结束 后 ， 各 学 校 按 考 试 分 数 分 别 评定 名 次 ， 并 由 美 
国 数 学 协会 统一 掌管 光荣 册 的 登记 工作 ， 凡 考生 的 成 绩 大 于 
或 等 于 100 分 的 ， 都 可 载 入 光荣 册 。 光 荣 贡 不 仅 是 一 种 荣誉 ， 
也 是 大 学 录取 学 生 的 重要 依据 ， 大 学 数学 专业 可 根据 光荣 册 
选 录 学 全。 

自 1983 年 起 ， 我 国 北京 和 .上海 的 中 学 生 参 加 了 这 项 国际 
性 的 数学 竞赛 ，1986 年 天 津 市 的 中 学 生 也 已 正式 参加 。 在 
1983 年 3 月 1 日 举行 的 第 34 届 美国 中 学 数学 竞赛 中 ， 获 得 满 
分 者 有 两 名 : 上海 一 名 (建设 中 学 车 跷 东 同 学 )， 美 国 一 名 。 
在 1984 年 2 月 28 日 举行 的 第 35 届 竞赛 中 ,获得 满分 者 有 四 名， 
英 中 北京 两 名 、 上 海 一 名 、 美 国 一 名 。 在 1985 年 2 月 26 日 的 
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第 36 届 美国 中 学 数学 竞赛 中 ， 获 得 满分 者 有 三 名 ， 其 中 美国 
一 名 ， 英 国 二 名 。 在 这 一 届 ， 上 海 复 旦 大 学 附中 以 420 分 ( 即 
该 校 最 高 分 的 三 名 考生 的 得 分 之 和 ) 的 优异 成 绩 荣获 学 校 优 
.. 胜 者 载 入 光荣 册 。 


二 、 美 国 数 学 洲 请 赛 (AIME). 


在 1882 年 以 前 ， 美国 中 学 数学 竞赛 是 作为 美国 数学 奥 林 
匹克 的 资格 赛 ， 通 过 中 学 数学 竞赛 ， 选 出 100 名 左右 选手 参 
加 美国 数学 奥 林 丐 克 。 然后， 再 从 中 选 出 参加 当年 的 国际 数 
学 奥林匹克 的 选手 。 在 总 结 前 一 时 期 竞赛 的 基础 上 ， 以 及 考 
虚 到 采用 选择 题 的 命题 方式 ， 虽 然 有 它 的 很 多 优点 、 但 世 有 
它 的 局 限 性 ， 为 了 更 全 面 、 更 准确 地 培养 和 考察 学 生 ， 在 美 
国 中 学 数学 竞赛 和 美国 数学 奥林匹克 这 两 者 之 间 ， 一 -个 美国 
, 数学 邀请 赛 诞 生 了 。 这样， 美国 数学 邀请 赛 就 成 为 参加 美国 
数学 奥林匹克 的 资格 赛 。 

“1983 年 3 月 22 日 举行 了 第 一 届 美 国 数学 邀请 赛 ， 凡 是 在 
-美国 中 学 数学 竞赛 中 ， 得 分 为 大 于 或 等 于 95 分 的 学 生 均 被 邀 
”请 参加 该 竞赛 。1986 年 ， 又 有 新 的 规定 ， 凡 在 第 37 届 美国 中 
-学 数学 竞赛 中 ， 得 分 大 于 或 等 于 100 分 欧 学 生 被 邀请 参加 第 
四 届 美 国 数学 邀请 赛 。 

美国 数学 邀请 赛 的 试题 由 美国 数学 协会 命题 ， 共 15 道 填 
空 题 ， 每 题 1 分 ， 满 分 为 15 分 ， 每 题 的 答案 均 不 超 过 999 的 
: 正 整数 ， 要 求 应 试 者 在 2,5 小 时 内 完成 (1985 年 的 第 三 届 美 国 
数学 蓝 请 赛 的 考试 时 间 改 为 3 小 时 )。 人 邀 请 赛 的 试题 新 颖 别 
. 致 ， 内 容 广泛 ， 其 中 有 些 题 目 具 有 较 高 虑 抽象 性 和 灵 活性 ， 
“要 求学 生 具 有 一 定 的 逻辑 思维 、 推 理论 证 、 空 间 想 人 象 和 分 析 


‘864 


向 题解 决 问题 的 能 力 。 
在 第 三 届 美 国 数学 邀请 赛 中 ， 有 各 个 国家 和 地 区 的 625 
所 中 学 的 932 名 学 生 参 加 .竞赛 结果 , 几 得 分 大 于 或 等 于 8 


分 的 学 生 将 取得 公认 的 英国 数学 邀请 赛 证 书 . 


三 、 美 鸭 数 学 钠 林 匹克 (USANMO) 

自 1972 年 起 ， 已 举行 多 居 了 .1583 年 以 后 ， 凡 在 美国 数 
学 邀请 赛 中 ， 得 分 大 于 或 等 末 8 分 的 学 生 将 被 邀请 参加 这 种 
竞赛 美国 数学 奥林匹克 是 美国 国内 水 平 最 高 的 ， 且 在 国际 
上 有 一 定 影响 的 数学 竞赛 。 每 次 竞赛 的 试题 有 5 道 ， 要 求 在 
3.5 小 时 内 究 成 。 对 优胜 者 再 进行 数学 奥 霖 匹克 训练， 最 后 
从 中 选 出 6 名 学 生 作 为 美国 国家 队 队员 参加 国际 数学 奥 林 匹 
克 癌 赛 . 


码 、 美 忆 禄 中 数学 竞赛 (AJH?RNE) 


1985 年 12 月 10 日 举行 了 第 一 必 美 国 初 中 数学 竞赛 。 它 是 
由 美国 数学 协会 等 六 个 单位 联合 举办 的 。 参 加 的 对 象 是 7 年 
级 和 8 年 级 的 学 生 。 命 题 范 围 是 7 、8 年 级 的 数学 课程 包含 
的 若干 内 容 ( 但 不 包括 极限 )。 如 ， 算 术 中 的 整数 、 分 数 、 小 
数 ， 比 和 比例; 数论， 篇 单 的 几何 ， 周 长 ， 面 积 ， 体 积 ， 概 
率 与 统计 ， 膛 辑 推理 . 

竞赛 试题 是 25 道 选择 题 ， 并 规定 在 40 分 钟 内 完成 ， 对 随 
机 薄 测 答案 不 予 惩罚 。 这 次 竞赛 有 美国 、 加 拿 大 等 国家 和 地 
区 的 15 万 学 和 参加。 上海 赛区 已 在 1985 年 参加 了 第 二 届 美 图 
初中 数学 竞赛 ， 

由 于 让 学 数学 觉 赛 揭 组 织 成 功 ， 这 上 筑 风 刊 烈 大 学 里 ， 现 
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在 已 有 一 些 国家 也 办 大 学 生 ( 主 要 是 低 年 级 ) 的 数学 竞赛 。 美 
国 从 1938 年 起 就 有 一 个 大 学 低 年 级 学 生 的 数学 竞赛 一 一 普 特 
南 (William Lowell Putnam) 竞 赛 ， 远 远 先 于 其 他 国家 。 

普 特 南 曾 任 了 哈佛 大 学 校长 。1933 年 退 体 ，1935 年 逝世 ， 
他 留 下 了 一 笔 基金 ， 两 个 儿子 就 与 全 家 的 挚友 、 著 名 美国 数 
学 家 G。D。 伯 克 霍 夫 商 量 ,举办 了 一 个 数学 竞赛 。 但 克 翟 
夫 强 调 说 ， 再 没有 一 个 学 科 能 比 数 学 更 易于 通过 考试 来 测定 
能 力 了 .首届 竞赛 在 1938 年 举行 。 以 后 ， 除 了 1943 一 1945 年 
因 大 战 停 了 两 年 ， 其 余 一 般 都 在 每 年 的 11、12 月 举行 。 这 个 
竞赛 由 美国 数学 会 具体 组 织 . 为 了 保证 竞赛 质量 ,由 一 个 三 人 
委员 会 主办 其 事 ， 三 个 委员 是 ， 波 利 亚 (G .polya,1887 一 ?， 
著名 数学 家 、 数 学 教育 家 、 数 学 解 题 方法 论 的 开 拓 者 ， 曾 
主办 过 延续 多 年 的 斯 坦 福 大 学 数学 竞赛 ) 拉 多 (Tiber Rado， 
1895 一 1965， 人 匈牙利 数学 竞赛 的 早期 优胜 者 ， 对 复 变 函数 、 
测度 论 有 重大 贡献 )、 卡 普兰 斯 基 (Kaplansky ,1917 一 ? ,著名 
的 代数 学 家 ， 第 一 届 普 特 南 竞赛 的 优胜 者 )。 普 特 南 竞 赛 的 优 
胜 者 中 ， 日 后 成 名 的 很 多 ， 有 三 个 人 得 到 非 尔 效 奖 ， 米 尔 庶 
(Mitnor)、 番 福 短 (Mumfard)、 硅 伦 (Quillem)、 有 人 说 : 
“ 伯 克 答 夫 父 子 ( 儿子 B。 伯 克 替 夫 是 当代 活跃 的 代数 学 家 ) 
是 普 特 南 家 族 的 密友 ， 这 一 点 是 美国 低 年 级 大 学 数学 事业 的 
幸运 ”。 

1956 年 我 国 首次 举行 中 学 生 数 学 竞赛 .57、62、63、64 年 各 
举行 了 一 次 。1978 年 恢复 举办 全 国 中 学 生 数学 竞赛 以 来 ， 每 
年 举行 一 次 高 中 数学 竞赛 。 近 几 年 来 ， 又 举办 了 全 国 初中 数 
学 竞赛 。 有 一 些 省 市 还 搞 了 小 学 生 的 数学 竞赛 。 竞赛 的 规模 
越 来 越 大 ， 参 加 的 人 数 也 越 来 越 多 。 数 学 竞赛 已 经 成 为 我 国 


366 


广大 青少年 所 喜爱 的 课外 活动 ， 中 小 学 生 欢 迎 它 ， 中 小 学 教 
师 欢 迎 它 ， 中 小 学 的 行政 领导 和 许多 省 市 县 的 教育 领导 部 门 
都 欢迎 它 、 支 持 它 。 

中 学 各 科 的 竞赛 中 ， 数 学 竞赛 尤其 重要 ， 不 仅 我 们 这 人 么 
看 ， 世 界 各 国 的 实践 也 确认 了 这 一 点 。 因 为 ， 数 学 是 一 门 基 
础 学 科 ， 是 各 门 学 科 的 基础 。 过 去 ， 我 们 认为 自然 科学 和 工 
程 技术 离 不 开 数学 ， 但 是 今天 的 事实 说 明 ， 社 会 科学 、 人 文 
科学 、 艺 术科 学 、 语 言 科 学 都 离 不 开 数 学 。 任何 一 门 学 科 ， 
一 旦 与 数学 相 结 合 , 就 说 明 这 门 学 科 正 在 日 至 成 熟 和 完善 . 另 
一 方面 ， 撒 开具 体 的 数学 内 容 ， 从 数学 思维 方法 来 说 ， 抽 象 
思维 能 力 、 逻 辑 思 维 能 力 以 及 空间 想象 力 等 方面 的 训练 好 与 
否 ， 是 衡量 一 个 人 的 知识 水 平和 文化 素养 的 重要 标志 .因此 ， 
开展 中 学 生 数学 竞赛 ， 对 于 推动 中 学 的 数学 课外 活动 ， 提 高 
青少年 的 数学 素养 ， 从 而 为 各 门 学 科 培养 优秀 人 才 ， 为 提高 
全 民族 的 文化 素养 都 起 着 不 可 估量 的 作用 。 有 人 问 ， 你 们 搞 
数学 竞赛 县 不 是 想 再 发 现 几 个 象 华 罗 庚 、 吴 文俊 这 样 的 大 数 
学 家 ? 中 国 数学 会 普及 委员 会 主任 梅 向 明教 授 回答 说 :也 是 ， 
也 不 是 ! 他 说 : 首先 ， 我 们 搞 数 学 竞赛 的 目的 是 提高 青少年 
的 数学 思维 能 力 ， 从 而 达到 提高 中 华 民 族 文化 素质 的 目的 。 
因此 ， 我 们 主要 不 是 着 眼 于 培养 数学 家 其 次 、 我 们 的 另 一 
个 目的 是 为 各 门 学 科 培 养 和 输送 拔尖 人 才 ， 其 中 也 可 能 有 少 
数 人 对 数学 有 兴趣 ， 将 来 有 和 希望 成 为 卓越 的 数学 工作 者 ， 但 
主要 是 为 所 有 学 科 输 送 具 有 良好 数学 素养 的 拔尖 人 才 。 

数学 竞赛 试题 与 学 生 在 校 学 习 时 的 考题 大 不 一 样 ， 它 有 
难度 大 、 题 型 新 、 知 识 面 广 、 解 法 巧妙 等 特点 。 说 得 详细 一 
点 ， 竞 赛 题 的 基本 特点 是 ， 多 数 竞 赛 题 在 知识 内 容 方面 ， 没 
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有 超过 中 学 数学 教学 大 纲 和 教材 规定 的 范围 ， 在 解 题 方 法 方 
面 ， 也 大 多 是 教材 中 体现 过 的 。 个 别 题目 需要 应 用 某 些 专题 
的 新 知识 或 新 的 数学 思想 方法 。 一 试题 侧重 于 对 基础 知 识 、 
基本 技能 熟练 程度 的 考查 ， 只 有 基础 知识 全 面 、 扎 实 ， 解 题 
方法 灵巧 ， 才 能 快速 、 准 确 地 得 出 答案 ,二 试题 往往 新 额 别 
致 ， 侧 重 于 对 数学 能 力 的 考查 ， 只 有 思维 敏捷 ， 思 路 正 确 ， 
并 具有 某 些 专题 知识 ， 才 能 取得 好 成 线 ， 

随 着 数学 竞赛 的 开展 ， 一 个 新 名 词 一 一 奥林匹克 数学 应 
运 而 生 ， 它 不 是 大 学 里 所 学 的 高 等 数学 ， 因 为 它 的 内 容 并 不 
超出 中 学 或 中 学 生 所 能 接受 的 范围 ， 它 也 不 是 中 学 数学 ， 因 
为 它 有 很 多 高 等 数学 的 背景 ,采用 了 很 多 高 等 数学 中 的 方法 。 
因此 ， 宅 是 一 种 起 着 桥梁 作用 的 “中 间 数 学 >。 它 联系 着 中 学 
数学 与 高 等 数学 ， 很 多 新 的 内 容 、 方 法 由 它 源源 不 断 地 输入 
中 学 ， 对 于 中 学 数学 的 教学 改革 ， 从 思想 内 容 到 教师 的 素质 
都 起 着 重要 作用 。 国 外 ， 六 十 至 七 个 年 代 的 “新 数学 ?运动 效 
果 不 理想 ， 其 原因 之 一 就 是 缺乏 一 个 渐变 阶 疏 如 果 将 新 的 
内 容 先 在 数学 竞赛 中 进行 试验 ， 在 培养 尖子 学 生 的 奥林匹克 
学 校 或 数学 物理 学 校 (外 国有 这 样 的 学 校 ,我 国 一 些 省 市 也 有 
这 样 的 学 校 ) 讲 授 ， 再 逐步 渗入 中 学 ， 将 是 一 种 可 行 的 办 法 ， 
也 是 目前 的 一 种 潮流 . 
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附录 二 


第 29 届 IMO 试 题 及 解答 


第 一 天 
( 进 培 拉 1988 年 7 月 15 日 ) 


1。 考 虑 在 同一 平面 上 半径 为 及 与 r(R>D 的 两 个 同心 
圆 。 设 P 是 小 园 周 上 的 一 个 定点 ，B 是 大 阅 周 上 的 一 个 动 点 ， 
直线 3P 与 大 圆周 相交 于 另外 一 点 C. 过 点 己 且 与 BP 垂 直 的 直 
线 ! 与 小 圆周 相交 于 另 一 点 44( 如 果 ! 与 小 圆 相 急于 P， 则 4 = 
py, 

(1) 求 表达 式 BC?+C 43+ 4B: 所 取信 和 的 集合 . 

(2) 求 线段 48 的 中 点 的 
轨迹 . 


解 。(1) 如 图 附 一 1 所 示 ， 
设 两 圆 贺 心 为 GO， 过 O 作 OM 
与 BC 垂直 ， 且 交 BC 于 如 。 设 
4P=2(， 因 此 OM =t。 于 是 

BC=2BM = 2 R28, 


( 几 玲 一 1) 
BP?+CP?= (BM -~ PM)2+ (BM + MP)? 
=2(BM?+ PM?), 
即 BP*+CP2=2(K2 -12)+2(r2:— {2) 
=2(R2+r2) — At2, 
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于 是 ，BC?*+CA?+ AB:= BC2H(PGC2+ PA?)+ (BP? 
+ A?) 
= BC+ BPY+CP+ 2PA= 4(hR2— {12)+2(L?+ 
r2) ~ 4tf2+ 2PA? 
= 6 + 2r2— 812+2(21)2 = 6R? + 272。 
这 是 一 个 常数 ， 与 的 位 置 元 关 ( 即 使 在 4= 了 的 特殊 情况 ， 
表达 式 BC*+C A?+ 4B? 也 是 取 同 一 值 );， 故 表达 式 取 值 的 
集合 为 1{6A2 + 272}， 
(2) 过 A4 作 直线 平行 于 CB， 交 大 圆周 于 C 及 B' 两 点 ,这 
时 易 见 BB' 4 为 一 秆 形 ， 因 此 线段 48 的 中 点 也 就 是 线段 
PB’ 的 中 点 。 当 8B 在 大 园 周 上 变动 一 周 时 ，B' 也 在 大 园 周 上 


变动 一 周 。 这 说 明 ， 轨 迹 是 以 线 息 0P 的 中 点 为 图 心 ， 以 也 
为 半径 的 一 个 圆周 . 


2， 设 ? 为 一 正 整 数 ， 且 4， -2， ”9 Azn+! 是 某 个 集 
合 B 的 子 集 。 设 

(a) 每 个 4; 恰 含有 2n 个 元 素 ， 

(6) 4n 4 过 :< 入 22+1) 恰 含有 一 个 元 素 ， 

(c) B 中 每 一 个 元 素 属 于 到 少 丙 个子 集 4,. 

间 ， 对 怎样 的 值 "， 可 以 对 B 中 的 每 一 元 素 贴 一 张 写 有 
0 或 1 的 标签， 使 得 每 个 4 中 恰 含 有 2 个 贴 上 了 写 有 0 的 标签 
的 元 素 ? 

解 ， 我们 首先 证 明 条 件 (a9)、(5)、(c) 合 在 一 起 ， 可 以 
推出 着 起 来 比 (c) 更 强 的 条 件 ， 即 

(c’) 8 中 网 每 一 元 素 恰好 属于 某 两 个 子 集 41。 首 先 ,我 
们 有 等 式 
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人 =(4dn4dD)UGCnaD UAsnii 4 (1) 

上 式 左 边 的 集合 包含 右边 ， 那 是 显 然 的 ， 条 件 (c) 则 说 
明 上 式 的 右边 也 包含 着 左边 。 

更 一 般 的 情况 是 

4= 41n 4» (2) 

这 里 j =1，2，…，27+1。 

如 果 说 (ce ) 不 真 ， 也 就 是 说 8 中 有 一 个 元 素 4 至 少 属于 3 
个 以 上 的 子 集 ， 不 妨 设 4€ 4, 站 As 站 A4,。 这 时 由 于 (0)， 

ANA2={a}, ANA,s= {0}. 

所 以 (A1 站 49)U(A; 站 4)= {4a}, 并且 对 于 j 污 3 有 
4n 4 只 有 一 个 元 素 ， 由 等 式 (1) 知 4 中 至 多 只 有 22- 1 个 
元 素 ， 与 条 件 (2) 巴 外。 这 就 证 明了 (co ) 成 立 、 

这 就 是 说 ， 对 上 有 具有 性 质 (a)、(b);、(c) 的 集 8 面 言 ， 其 中 
每 一 元 素 可 与 一 个 有 两 个 自然 数 的 数组 相对 应 。 具 体 地 说 ， 
如 a EB 且 4E Ai 由 4;， 则 令 4 与 (i， 门 相对 应 ，、 这 里 i2cj 且 i， 
j=1，2，…，2n 二 1。 当然 ，(i， 站 与 (fj， 站 对 应 着 同一 的 
元 素 。 

现在 ， 设 想 能 按照 要 求 来 贴标签 ， 那 么 在 上 述 数组 中 ， 
恰 有 一 灶 与 0 相对 应 ， 即 有 


ca 2 (2n+ LD)(2n) _n(2n+1) 
人 4 2 


个 与 0 对 应 ， 因 此 上 述 分 数 应 为 一 自然 数 ， 因 此 , "必须 为 偶 
数 。 
反之 ， 设 ?为 偶数 ， 我 们 来 证 明 符 合 要 求 的 贴 标签 的 方 
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式 是 存在 的 。 把 一 个 图 周 采 22 + 1 个 点 等 分 成 24+ 1 等 份 ， 在 
这 些 点 上 依次 放 着 1，2，…，27+ 1 这 些 数字 .对 于 {1，2， 
…，24+1} 宁 任何 两 个 不 同 的 
数 tf，j1， 看 它们 在 圆 周 上 较 短 
的 那 一 段 距 离 ， 如 果 :与 7 之 间 
隔 着 奇数 段 圆 弧 ， 那 么 给 Ai 
n 47 中 的 那个 元 素 贴 上 标签 
“1 ” 如 果 相 辽 偶 数 段 ， 则 贴 
上 “0”。 由 于 7 为 偶数 ， 因此 (图 附 -2) 
4 中 前 元 素 有 一 半 贴 上 了 “0”， 另 一 半 贴 上 了 “1 ”。 
3. 入 为 正 整 数 集 ， 在 N 上 定义 函数 /如 下 ， 
f(1)=1,， f/f'3;=3， 且 对 nEN 有 
f (2n) = f(n), 
flan+1)=2f(2n+1)-f(n), 
fl4n+3)=3f(2n+1)- 2f(n). 
问 ， 有 多 少 个 "EN， 且 nh 三 1988 使 得 f (1n) =n? 
解 ， 按 照 题 设 中 的 公式 ， 我 们 可 以 求 出 相对 于 n 的 f (n) 
的 数值 如 下 表 ， 
n12345678910 11121314151617 
fn)11]31537195 1 31I17 15 1 317 
这 张 表 显 示 出 的 规律 好 像 是 
f (2)=1,. f(2*~—1)=2*-1, f(2*+1)=2*+1. 
这 就 启发 我 们 要 讨论 自然 数 的 《二进制 ”展开 式 。 我们 的 
猜想 是 ， 
f(n) = 的 二 进 制 展开 式 的 反 疝 排列 所 形成 的 二 进位 数 ， 
用 归纳 法 来 证 明 上 述 猜 起。 由 于 f(2n) = f(n)， 所 以 只 
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2n+1 


须 考 虑 ?为 奇数 的 情形 . 
如 果 1 具 有 4m+ 1 的 形式 ， 设 
Am+1=ek2*+:…+e2+eE0l (ce=0，1)。 
显然 应 有 so = 1，s, = 0， 于 是 
Am = EX2K 十， 十 8222。 
由 此 得 
1 = EX2K 2 4 + E32 + Eo, 
故 2m+1=et2%-1+ + 8422+ 592+1。 


由 归纳 假设 可 知 


f 2m + 1)= 24-， 十 > 2 
1=2 
fim = Der, 
1==2 
由 此 得 出 
fidmt 1)=2f(2m+ 1)- fm) 


二 pA 村 eae- i ;3 B24 


f=2 i=2 


[Ls 
二 2 十 》 ,8724 


= pn 2j2K8~1 
符合 我 们 的 猜想 。 


再 设 ? 具 有 4 + 3 的 形式 ， 仍 设 


dm+3= 》，, 6i21。 


j=a0 
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显然 ， 这 时 有 so = 21 一 1, 鲍 浊 


4m= 2 612j， 


i=2 


下 
2m+1= 1+ 》, ef21-1。 


了 一 2 


于 是 ， 依 定义 及 归纳 假设 
f(A4m+ 3)=3f(2m+ 1) — 2f(m) 


天 大 
= 3 D621~2 812 


1=】 i=2 


人 « k 
= 2 D621+ > sj2k4 一 2 2 6125 


一 1 一 人 1 一 2 


22K+ 》 e287 (因为 &1 = so) 
f=1 


k 
2 >， BEj2K-1 


7 一 0 
这 就 完全 证 实 了 我 们 的 猜想 。 
下 面 我 们 来 讨论 有 2m 位 数字 的 二 进位 数 
(2X19 Nos 9 Xms Vi Ves 9 yomm)9 
当然 ，x1 = 1。 如 果 这 个 数 具 有 性 质 ， 
{X19 Xos “og Xms yi9 yo “os ym)} 
= (Yms Ym-is “9 Vis Kms Xm-is “9 Xi)， 


我 们 称 之 为 对 称 的 。 这 表明 :， 对称 的 二 进位 数 完全 由 前 
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曾 因 位 数字 2 ，x，…，%am 所 决定 。 由 于 x = 1， 而 Xs，…， 
xm 中 的 每 一 个 可 在 0，1 两 个 数字 中 尾 取 . 由 此 可 见 ， 具 有 
2m 位 数字 的 对 称 的 二 进位 数 有 且 只 有 2”' 个 . 

上 1 位 数字 的 对 称 的 二 进位 数 也 可 由 明显 的 方式 
定义 ， 这 种 数 的 个 数 也 可 被 证 明 为 是 2™'。 

最 后 看 在 从 1 到 1988 之 间 有 多 少 个 数 可 表 为 对 称 的 二 进 
位 数 ， 由 于 1024<1988<<2048， 即 220<<1988< 2 。 因 此 ,在 
小 于 2048 的 正 整数 中 ， 可 表 为 对 称 的 二 进位 数 的 个 数 是 

1+1+2+2+4+4+8+8+16+16+32=94。 

事实 上 ，1988 = (11111000100)。， 可 见 超过 这 个 数 的 11 
位 的 对 称 二 进位 数 只 有 两 个 : 

(111L11011tiil1)。，(11111111111)。。 
所 以 有 94- 2 = 92 个 不 超过 1988 的 自然 数 %， 使 得 /(n) = 


人 
. 


第 二 天 
(堪培拉 ” 1988 年 7 月 16 日 ) 
4 证明， 满足 不 等 式 
ye 


的 实数 x 的 集合 是 互 不 相交 的 区 间 的 并 集 ,并 且 这 些 区 间 长 度 
的 总 和 等 于 1988， 
证 明 。 令 f(%)= 一 ~5， 


当 x<1 时 ，f(x)<0， 在 ( - co，1) 中 不 等 式 没 有 解 。 易 
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见 ， 对 n= 1， 2，3，…，70， 有 


limf (x) = +co， 
Xn+0 


limf (x) = ~ co， 


Hn 


且 limf(x) = -4, 
Xe 9 
可 见方 程 f(x) = 0 在 (1，2)，(2，3)，…， (69，70)， 
(70，+ co) 各 区 间 中 ， 每 一 区 间 内 有 一 根 ， 依 次 记 为 Xi，x2， 
…，%70。 讨论 方程 
(xX~1)(X- 2).(x~70)f(x)=0 (1) 
显然 ，Xi，Xz，…，X7o 是 (1) 的 根 。 由 于 (1) 的 左边 为 70 
次 的 代数 多 项 式 ， 上 至 多 有 70 个 根 。 这 表明 Xl。X8，…，%70 
是 f(x) = 0 在 对 应 区 间 中 的 唯一 根 。 由 此 ， 不 等 式 f(x) 之 0 
的 解 集 是 
(1, XU (2, Xe) UU (70, X70), 
它们 药 长 度 和 为 


70 70 70 
> (x1—i) = > xX; 一 Di 
由 根 与 系数 的 关系 可 知 ， 之 Xi: 为 多 项 式 


x= De 70)f(%) 
的 xs 的 系数 ， 即 
G+2+…+7Of 1 + 二 
因此 ， 区 间 长 度 之 和 为 
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去 (1 + 2+ 二 70) 


=4x7Xx71= 988. 

5。 在 直角 三 角形 48C 中 
4D 是 和 斜 边 BC 上 的 高 ， 连 结 
三 角形 4BD 的 内 心 与 三 角形 
了 CD 的 内 心 的 直线 分 别 与 边 
AB 及 边 4C 相交 于 开 及 工 两 
点 ， 三 角形 48C 与 4 开工 的 面 
积分 别 记 为 ?与 7. 求证: S27。 

证 明 ， 设 入 -4B8D 的 内 心 为 半 ， 信 ACD 的 内 心 为 NN 由 
于 八 4DB~A 人 CD4, 注意 到 DM 与 DN 为 由 DD 出 发 的 两 条 
分 角 线 ， 故 有 


ER 


DM _BD 
DN AD’?’ 


并 且 显 然 有 “MLHN = 90*。 从 而 人 NMD 与 人 ABD 直接 相 
似 。 因 此 ， 两 个 三 角形 对 应 边 的 交角 相等 ， 例 如 说 ，NJ 与 
4B 的 交角 庶 同 D 衣 与 4 的 交 交角 机 等 名 ZK4= LBDM 
= 48 这样 便 知人 47 天 为 等 契 直 朋 三 角形 。 又 由 人 4 导 开 
罕 人 4MDD， 基 4K = 4D = A4L。 于 是 


S= 1 4B. AC, 

双 
TR Ar 1 BA4C2 
7 > 4 人 人 人 
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S AB:+ AC? 
因此 ， aT 2AB .AC>! 


即 S 宇 27. 
6, 正 整数 4 与 5 使 得 06 + 1 整除 a? + D2。 


求证 ，0 + 是 某 个 正 整数 的 平方 。 


ab+1 


证 法 一 、 由 于 a， 5 在 表达 式 + 2 中 是 对 称 的 ， 不 妨 设 


ab + 1] 一 一 


a 之 6， 当 a= 6b 时 ， 有 正 整 数 g 使 
202 
02+ 1 
由 此 得 (2 ~ g)a?=g。 
由 此 可 知 只 能 有 9q= 1， 这 时 4=6=1. 


=0。 


主要 讨论 c>>2， 
令 s 与 ! 是 满足 下 列 条 件 的 整数 ， 
a=bs—ti (1) 
bs 0<t<6 (2) 
2+ 62 罗 
将 (1) 代入 十 于 了 中 ， 得 出 
bs2— 2bst + t2+ 62 (3) 


bis~ bt+1 
昂 证 上 式 大 于 s ~ 1 但 小 于 s+ 1。 证 明 的 方法 是 ， 去 掉 分 
母 ， 注 意 利用 ( 2 ) 中 的 两 式 即 可 。 由 于 表达 式 ( 3 ) 是 一 个 正 
整数 ， 故 必 等 于 s。 由 此 得 出 二 =s. 即 
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a2+ 602 02+12 
ab+1 bt+1° 
注意 ， 这 里 o>>6>>t。 如 果 ! = 0， 那 么 得 知 原 式 为 正 整 数 
6 的 平方 。 否 则 ， 可 以 再 仿 此 作 下 去 。 进 行 有 限 步 之 后 ,总 可 
以 得 到 最 小 的 那个 数 会 变 0， 因 此 原 表 达 式 是 一 个 完全 平方 
数 。 


假设 8 不 是 平方 数 。 讨论 不 定 方程 


a2— kab + b2=k (1) 
显然 ， 这 个 不 定 方程 的 解 (4，5) 不 会 使 46 过 0, 否 则 ~ab 
之 1, 这 会 导致 
a2+ b2<0. 


设 (a，5) 是 (1) 的 解 中 适合 40，6b >0 且 使 c+ 5 最 小 的 
闭 个 解 。 设 0 宇 bh。 固定 与?， 把 ( 1 ) 看 成 a 的 二 次 方程 , 它 有 
一 根 为 4。， 设 另 一 根 为 4 。 由 根 与 系数 的 关系 可 知 

Wi (2) 


aa’= 4b2~k (3) 
由 (2) 知 0 为 整数 ， 由 (3) 知 a 和 *0， 否 则 & 为 平方 数 ， 与 
假设 不 合 。 由 于 4 宝 0， 故 a 0， 有 


; 2_ 
ve ecg, 


这 时 (a’，5) 为 {1) 的 解 ，4’ 汪 0，b 记 0， 但 a + bb 过 a+ 
5b。 这 与 《a，6)》 的 选 法 不 合 ， 得 出 东 盾 ， 所 以 k 必 为 平方 
北 ， 
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1988 年 全 国 高 中 联赛 试题 解答 


第 一 试 
(10 月 16 日 上 午 8:00- 一 9:30) 
一 、 选 择 题 (每 小 题 有 一 个 正确 答案 ， 选 对 得 ”分 ) 


1。 设 有 三 个 遂 效 ， 第 一 个 是 y= P(x)。, 它 的 反 函 数 就 是 
第 二 个 函数 ， 而 第 三 个 函数 的 图 莹 与 第 二 个 阔 数 的 图 象 关于 
直线 x+ y= 0 对 称 ， 那 么 第 三 
个 两 数 是 | 


=~.0{X) 
(A) y= -P(X), 和 


人 Rg pm 


(C) y= -pi(x), 。 


(D) y= -9%7I( -2 | ~ 
答 (B，。 ~ 
-并 人 4=- 式 


利用 图 附 -4， 易 知 ， 第 三 
个 函数 与 y= 了 (xX) 关 于 原点 成 (图 举 -4) 


中 心 对 称 ， 即 y= -02( 一 X)。 
2。 已 知 原点 在 椭圆 
kh2x2+ y2 ~ ARX+ 2ky+R2—1=0 
的 内 部 ， 那 么 参数 # 约 取信 范围 是 
(A) ||>1, (By 18|1, 
(C) -1<hk<1, (D) 0<ig|<1. 
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答 (D)。 令 f(x, y) = R2x2+ y2— ARX+ 
2ky+R2— 1 
则 当 点 p(xo，yo) 在 椭圆 内 部 时 有 f(xo0，yo) 二 0。 因 而 /0， 
0) = 及 -1<0， 即 0<<|&|<1. 
3。 平面 上 有 三 个 点 集 M、N、P， 


M={(x, ») jxl+ 1y1<1j， 


NM={(x，y) We- 二 y+ 


+ V+ 到 + (y-3)<23), 


P={(x, y)|{x+ yi<1, lxi<1, ly|<i}. 
则 (A) MCPCN，(B) MCNCE， 
(C) PCNCM，(D) (A)、(B)、(C) 都 不 成 立 。 
答 (A)。 如 图 附 -5， 
集 朵 是 正方 形 4BCDD 的 内 部 ， 集 已 是 六 边 形 4EBCFD 
的 内 部 ， 故 MCP，。 , 


集 N 是 以 Qi ~ 降 ， 于) 及 Qs( 十，- 二 ) 为 焦点 ,长 半生 
为 的 档 轩 内 部 。 易 知 点 E、 在 椭 回 上 ( 因 EQ,+ Qs= 
守 VE+( 守 VE+V3)=2V3), 点 4、B、C、D 在 凡 
圆 内 部 ( 因 AQ,+ 4Qa= VE +3V 3<2VE), 放 PC 
N. 


4。 已 知 三 个 平面 4z、B、?， 每 两 个 平面 之 间 的 夹 角 都 
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《图 附 ~5》 (图 附 -6) 


是 9， 自 a 人 6=a,，BN?=6,，?Na=c。 车 有 
命题 甲 : 0>37, 
命题 乙 ， a，b，c 相 交 于 一 点 。 
则 〈A) 甲 是 乙 的 充分 条 件 但 不 必要 
(B) 甲 是 乙 的 必要 条 件 但 不 充分 ; 
(C) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 ; 
(D) (A)、(B)、(C) 都 不 对 ， 
答 (C)。 三 个 平面 c，6，? 两 两 的 交 线 c，0，c 有 两 种 可 
能 ， 或 者 a，5，c 两 两 平行 ， 或 者 4，5，c 交 于 一 点 . 
着 命题 甲 成 立 ， 则 ea，b，% 不 能 两 两 平行 ， 事 实 上 ， 著 
cj 5，b1 c， 则 可 作 一 直 三 楼 柱 ， 使 其 侧面 分 别 在 c，B，? 
平面 上 。 此 三 棱柱 的 底面 三 角形 的 每 个 内 角 是 xc、B、? 中 某 
两 个 平面 的 二 面 角 ， 即 此 三 角形 的 每 一 内 角 都 等 于 0， 而 b>> 
方 "， 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 得 ， 著 命题 甲 威 立 ， 则 4，b,c 


交 于 一 点 ， 即 甲 是 乙 的 充分 条 件 。 
车 命题 乙 成 立 ,如 图 附 -6 所 示 。 设 0，485，c 交 于 O， 由 于 
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有 平面、8、? 商 两 交角 都 是 46， 故 可 作 一 三 棱锥 CO-4BC， 使 
底面 A4BC 是 一 正三 角形 ， 而 棱锥 的 侧面 分 别 在 a、B、? 
上 。 过 .4B8 作 平面 48D4LOC( 即 直线 c)， 交 OC 于 D。 由 于 
BC 是 直角 人 BCDD 的 斜 边 ， 所 以 BC 之 BD， 同 理 4C> 4D. 
于 是 ,在 人 4BD 中 ,4B>4D,4B>BD, 因 而 和 4DB> 池 
x 而 由 作 图 知 和 40B=0， 即 0 和 > 地， 故 命 题 甲 成 立 , 即 
甲 是 乙 的 必要 条 件 。 | 

5。 在 坐标 平面 上 ， 纵 横 坐 标 都 是 整数 的 点 叫做 整 点 .我 
们 用 /表示 所 有 直线 的 集合 ， 姥 表示 恰好 通过 一 个 整 点 的 直 
线 的 集合 ，N 玫 示 不 通过 任何 整 点 的 直线 的 集合 ， 了 表示 通 
过 无 穷 多 个 整 点 的 直线 的 集合 。 那 么 表达 式 

(1) MUNUP=T (2) N34, 

(3) MG, (4) Pa. 


中 正确 的 表达 式 的 个 数 是 
(A) 1, (B) 2, (C) 3, (D)4. 


答 (D), 设 K 为 无 理 数 ， 则 直线 y= hx+ 必 不 过 任何 整 点 
( 因 当 x 为 整数 时 ，4 为 无 理 数 或 二 ) 故 Ms 局， 即 (2) 正 确 。 


直线 y = hx 只 有 一 个 整 点 (0，0) 故 人 MM 站 名 。 直 线 x = 0 上 显然 
有 无 穷 多 个 整 点 ， 故 P 夺 名 。 于 是 (2),(3), (4) 都 是 正确 的 . 
下 面 再 证 (1) 成 立 。 
事实 上 ， 任 取 一 直线 !， 若 [不 过 任何 整 点 ， 则 !EN;， 若 
1 恰好 过 一 个 整 点 , 则 必 1E Mi 若 ! 过 二 个 或 多 于 二 个 整 点 , 则 
iEP。 因 为 具 要 设 (a,b)、(c ,d) 是 1 上 的 两 个 整 点 ， 若 4 =c， 
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0 & 均 为 等 差 数列 ， 那么 


则 ;的 方程 是 x = o, 此 时 IEP。 著 osc， 则 /的 方程 是 y= < 二 


(Xx—-a)+b. 

当 x=n(c 一 4) +4(1 为 整数 ), y 也 是 整数 ， 故 iE 了 。 这 就 
证 得 (4) 正 确 。 

二 、 填 空 题 〈 本 大 题 共 4 小 题 ， 每 小 题 10 分 ) 

1。 设 xsy， 且 两 数列 Y，0，0a，a，7 和 和 0， ba, bs， 
ee 


2 
答 ， 23。 


事实 上 , 设 第 一 及 第 二 个 等 差 数 列 的 公差 分 别 为 dl 及 dx， 
则 7-x= 4di，y 一 %= 3dz( 因 yx,di、d2 寺 0) , 故 q 到 ds 
又 bs- bs= 2ds, G2 一 =di， 所 以 


ba~bs 2d, _ 8 
Qo—~ a di 3° 


2。(vV %+ 2 )2+1 的 展开 式 中 ，x 的 整数 次 宪 的 各 项 系 
数 之 和 为 


管 ， 去 (820 + 1)。 实事 上 ， 


由 二 项 式 定理 ， 得 

(VRE+t Im CH2204 CA YX tO bt 

227 1% + 

(VED Cri2tit Cer 2 /x Cin 
222-1X 十。 
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则 知 要 求 的 和 为 


CT12224 十 CY,+ 2 Ps 
VE (VE) ey 
= 冯 (32++ 1)。 


3. 在 人 4BC 中 ， 已 知 和 4=a，CD、BE 分 别 是 48、 
AC 上 的 高 ， 则 人 - 


答 ，jcosal 。 事实 上 ， 
设 c 是 锐角 ， 如 图 附 一 7， 
连接 DE， 由 题 设 知 8、C、 
EE、D 四 点 共 圆 . 于 是 AED 
-= /ABC，/ 4 是 公共 角 , 则 


. .DE 


AD 《图 附 -7) 
太志 


若是 直角 ，E、DD 重 合 于 4,，DE = 0 =cos90°3 
车 a 是 钝 角 ，BE、CD 在 八 48C 之 外 ， 这 时 有 


DE ot 180” ~ 4)= -cosa。 


BC 


4。 甲 、 乙 两 队 各 出 7 名 队员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参 
加 围棋 擂台 赛 ， 双 方 先 由 工 号 队员 比赛 ， 负 者 被 淘汰 ， 胜 者 
再 与 负 方 2 号 队员 比赛 ，…… ， 直 到 有 一 方 队员 全 被 淘汰 为 
止 ， 另 一 方 获得 胜利 ， 形 成 一 种 比赛 过 程 。 那 么 所 有 可 能 出 
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现 的 比赛 过 程 的 种 数 为 ， 
答 ，3432 种 。 事实 上 ， 
依 题 设 规定 ， 一 次 擂台 赛 最 多 可 赛 13 盘 。 若 甲 队 胜 ， 必 

胜 7 盘 ， 故 一 切 可 能 的 情形 有 C1 ;种 ， 若 乙 队 胜 ,也 有 C1 ,种 

情形 。 则 种 数 总 共有 2C1: = 3432. 

三 (15 分 ) 长 为 2 ， 宽 为 1 的 矩形 ， 以 它 揭 一 条 对 角 
线 所 在 的 直线 为 轴 旋 转 一 周 ， 求 得 到 的 旋转 体 的 体积 . 

解 ， 如 图 附 一 8，D' 点 是 DD 点 关于 4C 的 对 称 点 ，CD' 交 
AB 于 KK ， 分 别 作 BE 1 4C， 
殖 为 垂 足 ， 天 已 上 AC, 垂 足 为 
到 

设 4B= 3,BC=1, 则 


AC= vv ABi+ AC= 3， 


设 入 48C、 信 ADC、 八 4KC 绕 直线 4C 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 分 别 为 广 ， 广 。， 大 >， 则 


MA AC. BE’ = SM nn, 
Var AC. KF? = ar. 
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因此 ， 所 求 体积 广 = 大， + 及 :一 = 2333 


四 〈15 分 ) 复 平面 上 动 点 Zi 的 轨迹 方程 为 |Z,-2o1= 
1 ，2Zo 为 定点 ，2Zos 近 0， 另 一 个 动 点 4 满足 ZZ = ~ 1， 求 
点 4 的 轨迹 ， 指 出 它 在 复 平面 上 的 形状 和 位 置 。 


解 、 由 Z;Z = -1， 得 2 = -这 ,代入 |21- Zi = 区 


因 Zo 是 复 常 堵 ， 这 是 以 去 为 轩 心 ，| 吉 为 半 径 的 加 


又 Z = 0 在 此 圆 上 ， 但 由 题 设 Z,Z = ~1， 故 Z 0 ， 于 是 ,所 
求 轨迹 应 是 去 掉 原 点 的 上 述 圆 。 

五 (15 分 ) 已 知 *，5 为 正 实数 ， 且 工 + 坪 = 1 

试 证 ， 对 每 一 个 KMN ，(a+p)2 一 gan-b">>227 ~ 27+1, 


证 明 ， 由 吉 + 吉 = 1 得 co=a+p。 又 因 


(arb)(T+)= 2 + 上 + 和 > 4， 
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故 ag=a+b 二 4。 
令 S= (a+b"-a*~—b" 
= Cian-iD+ .+ Ctra -Kb + .+ Ci 
ab”™-! 
=O" -tgbn lit. CtaKbn-k i. +O! 
C2-ID 


因为 Cs A 
所 以 ” 2S=Ci(a"-!b+ab"!) + .+Ct(a" Kb + gs 
bn-Kk) + .+ Oi(ab"-!i+a"-b) 
CI 2b) + tC 2 ab ) + 


Cr~1(2 anb") 
= 2rob2C +C+ .+ C1!) 


2.42(22 2 ) = 2 2041 2 n+2。 
即 S>2”-2"+1, 
注 ， 本 题 亦 可 用 数学 归纳 法 证 明 。 


第 二 试 
(i0 月 16 日 上 午 10:00 一 12:00) 
一 (55 分 ) 已 知 2 一 1 2 = 2, 


人 ~ 3an， Qn。an+! 为 偶数 时 ， 
Gn+2 = Qnti™ Cn, Gn* an+i1 为 奇数 时 。 


388 


试 证 ， 对 一 切 %jV ，ans0. 
证 法 一 、 首 先 分 析 数 列 {an} 的 奇偶 性 规律 . 
由 于 a = 1 是 奇数 ，as = 2 是 偶数 ，a1a2 = 偶数 ， 

所 以 ay = 504。 一 3c =5x 偶 数 - 3 x 奇数 = 奇数 (4s = 7 )。 
因 6z，0s = 偶数 ， 则 4= 54s ~ 3a2 = 奇数 (a4 = 29) 。 
又 因 43，04= 奇数 ， 则 as = cs- 44= 偶数 。 

同 理 ，4s = 奇数 ，…。 
由 此 可 兄 ,数列 o ,as,43，…, 的 奇偶 性 排列 规 律 是 ， 奇 、 
偶 、 奇 、 奇 、 偶 、 奇 、 偶 、 奇 、 奇 、…、 即 csk，usk+i 都 是 
奇数 ，aak+? 都 是 偶数 。 
记 A,= {38+1 lkeZ}, 
As= {3k+2 jkeZ}. 
下 面 用 归纳 法 证 明 ， 对 一 切入 ， 有 
Cope A Lake。 
(dl i C9 
当 k =1 时 , as=7= 3x2+1¢eA, 
G4= 29=3XxX9+2¢4A,。 
设 R=n 时 ，Qsnt A1，4dsnnie As。 
令 dgn=3p+1，Qsg+t1=39T+2( 以 下 p、q、r、!2Ze), 由 
前 述 奇 偶 性 规律 ， 有 
Qan+2= Usn+t1— Can= (39+ 2)~ (3p+1) 
=3(9-D)+1=3r+1 (r=g-p)., 
则 asn+s= 5a3n+2— 303nt1=5(37+1)—3(39+2) 
=3(5r~—3g—1)+2=3!+2eAs(l=5r~—39 
一 1)， 
Ggn+s = Ga(n+1)+i = 503n+3 — 308n+2 


=5(31+2)-3(3r+1)=3(51-3r+2)+164s。 
同 理 可 证 ， 车 Gan A2，0gnrié A，， 则 
astn+06 Al, Gatn+) + A2. 
这 就 证 得 对 一 切 居 = 入 ，(* ) 成 立 。 
最 后 证 明 an 太 0。 事 实 上 ， 若 an = 0， 由 于 0 是 偶数 ， 故 
nn 二 3k+2， 从 而 
0 = Qsk+2= Ask+1 — Oak 
这 与 (# ) 矛 盾 . 
证 法 二 、 数 列 4,，4。，as,… 的 奇偶 性 规则 分 析 如 证 法 一 
所 述 。 下面 证 明 ， 对 一 切 nxeN，&x 不 是 4 的 倍数 . 
假设 对 某 个 m:N，am=4p(peZ), 且 这 里 m 取 使 0k=4p 
成 立 的 最 小 下 标 ， 由 于 4; = 1，4s =2，0s =7， 所 以 m>>3， 
由 于 cm = 40 是 偶数 ， 据 奇偶 性 规则 可 知 ，dm-i，%m-? 为 
奇数 ， 从 而 cm-s 为 偶数 。 于 是 
dm-} =50m-z 一 30m-s， 
则 3cm-s= 5Gm-2 ~ am-, 
= hlm-2— (Gm-i— Gm-2) 
=4dm-2s— Om= 4(Gm-2— Pp)。 
由 3 与 4 互 质 ， 故 4m-s 是 4 的 倍数 ， 这 与 m 取 最 小 下 标 
邓 盾 . 
由 于 4 不 是 4 的 倍数 ， 而 0 是 4 的 倍数 , 故 n 二 0(nEN). 
注 : 证 法 二 中 取景 小 下 标 m， 这 种 方法 属于 数论 中 的 无 
穷 递 降 方法 . 
二 如 图 附 一 9， 在 人 4BC 中 ，P、Q、A 将 其 周 长 三 等 


分 且 P、Q 在 4、B 边 上 ， 求 证 , SPea > 三 。 
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“RE 
2 6 站 6 


《网 附 一 9) 《图 附 一 10) 
证 法 一 : 在 AB 上 取 Q/ 点 (如 图 附 -一 10)， 使 48’ = PQ， 
则 AQ = PQ= 写 CAB+ BC+CA)>3(AB+ 4 已 ) = 
48, 


且 4P< AB- P9@< 寺 4B， 
于 是 AR=(AP+4 4R -4P 
= 言 (4B+BC+CA) -4P 


> 半 (4B+ BC+CA) -A 
> 工 4C， 
六 4 
A , IQ'sin4 


Seaea SAa@’'R i 
kb, Aapo Yaape 1 4B. BC.sind 
2 


诗 4C .48 
> A ACT 人 
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证 法 二 ， 取 坐标 系 如 图 附 一 11 所 示 。 设 人 A4BC 的 三 边 
长 为 a， b, C， 各 点 的 坐标 为 ， 4(0，0)， Plp, 0)， Q(a， 
0)， Ble, 0)， C(xe, Jie) 及 COxXay JR)。 


(图 附 一 11) 


由 题 设 PO=g-p=#(a+b+o), 
AR= PQ- AP=g~p-p=9g-2p, 


ya AR _ gq~2p 
又 i 4CG b 9 


ye 
1 pp 0 
i 1 
WApen = 1 9 0 = yr(9 Dp), 
1 Xr YR 
1 0 0 
SAABe = I 1 ¢ 0 = 工 oyc。 
2 2 
1 Xe ye 


则 SAp@r ,YR (Pp~g) (9-2p)(q~p) . 
AABC Cye C 


而 g<o< 寺 (a+ b+oc) -3(q -Dp), 
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故 3p<g， 即 g-2p> 过 (9-p)， 


已 (gq~-p)? 2 (at+b+e)? 
AAPOR Ee 
因而 SaAaBe 只 2be 9 4be 


>$ .> 

三 (35 分 ) 在 坐标 平面 上 ， 是 否 存在 一 个 含有 无 穷 多 条 
直线 、1j，…，j，… 的 直线 族 ， 它 满足 条 件 : 

(1) 点 (1,，D El (=1，2，3，…)， 

(2) Knti= Gn~ bn, 其 中 Kw 是 /n(n=1，2，3，…) 的 斜 
率 ，an 和 bn 分 别 是 1n 在 x 轴 和 2y 轴 上 的 截 距 ; 

(3) KnKnri>0 (=1，2，3，…) 
并 证 明 你 的 结论 . 

证 明 ， 满 足 条 件 (1)、(2)、(3)? 的 直线 族 不 存在 。 

事实 上 ， 假 设 这 族 直线 存在 ， 由 (1) 知 jx 的 方程 为 ?~1 
= 玉 n(X- 1)。 分 别 令 x=0，y= 0， 解 得 


让 bn=1- Kn, 


Gn=1— 


则 Knti= 0n~ bn = Kn~ ER- | (*》 
n 


由 此 可 见 Kn0 (n=1, 2, 9 
因为 KnKnri>0, 故 所 及 间 号 、 不 妨 设 一 切 Kn>> 
0， 再 由 (# ) 知 Knr<<Kn。 这 样 ， 数列 {x} 是 一 个 单调 下 
降 且 有 下 界 的 数列 ， 故 limKn= [存在 。 把 (* ) 式 改写 为 
KnrKnri= Ki~1, 
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再 令 n 一 o0， 两 边 取 极 限 得 信 = 及 -1， 即 0= -1， 这 是 
不 可 能 的 。 

对 Kn<0(n= 1，2，…) 的 情况 可 类 似 讨论 . 

这 就 证 得 满足 (1)、(2)、(3) 的 直线 族 不 存在 。 

注 ， 在 上 述 证 明 中 ， 若 不 用 单调 数列 的 极限 定理 ， 得 
(x*) 后 ， 有 


lfnr~Kon n= 元， Kn,—Kn-i= -ge 


ee. Ks-K 了 2 -站 
以 上 各 式 相 加 ， 得 


Kn -K.-W +t pet + 


Kt 


出 此 可 见 ， 当 n 充 分 大 (如 mn 和 KK 上 2) 时 ,有 Knaei<0， 与 所 
设 矛 盾 
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美国 第 47 届 普 特 南 (大 学 生 ) 
数学 竞赛 试题 选 解 


美国 第 47 届 普 特 南大 学 生 数学 竞赛 于 1986 年 12 月 6 日 举 
行 ， 试 题 分 一 、 二 试 各 6 题 、 每 试 的 前 两 题 为 初等 数学 题 ， 
现 将 这 由 道 试题 的 解答 附录 如 下 。 

题 A 一 1。 求 出 并 证 明 f(x) = xs -~ 3x 的 最 大 值 ， 其 中 x 为 
任意 实数 。 满 足 x* + 36 生 13xX2。 

解 ， 因 x4 + 36 委 13x:2， 所 以 (x2 一 4)(x2- 9)<0。 

解 得 - 3 委 * 私 - 2 或 2 入 x 和 3。 

此 时 ，jFx) ~ 了 (Cy) = (28-38) 3X- y= (XYy), 

(x2+ XV+ ~ 3)>0. 

车 x 宕 y，x，y 同 位 于 区 间 [ 一 3， 一 2 或 [2，3] 中 ,所 以 
所 求 f(x) 的 最 大 值 为 

MM =mox(F(-2)，F(3))=max(~-2，18)= 18。 


题 A 一 2. 求 出 [ 055] 的 个 位 数字 、 这 里 (2 是 不 大 


于 x 的 最 大 整数 . 
解 ， 令 10!00 = mr， 则 


Eee Ene 
(rs 十 了 Ga 


835 


200 _ 9200 200 
人 
因 n 十 3 整除 n55 半 325， 故 整除 z59 350， 从 而 整 除 人 200 ~ 
3200， 同时 3200 = 9100<n+ 3， 所 以 
_ 11200 一 3200 1200 一 8150 
1 十 3 人 十 3 
显然 ， 4 的 分 母 的 个 位 数字 为 3 ， 分 子 的 个 位 数字 为 10 
一 1=9， 内 而 4 的 个 位 数字 为 35. | 
题 B 一 1。 如 图 附 一 12。 
单位 圆 有 一 内 接 和 矩形 ( 底 为 6 高 为 )， 以 及 一 个 等 采 三 角 
形 ( 底 为 9?)。 问 h 为 什么 值 时 ， 和 矩形 和 三 角形 面积 相同 ? 
解 ， 等 脱 三 角形 的 高 易 见 


(图 附 --12) 
便 有 h= 去, 这 便 是 所 求 的 值 。 


题 B 一 2. 证明， 满足 方程 组 
X(X—1)+2y2= yy 1)+22x%X=2(2— 1)+2xY 
的 三 元 数组 = (x 一 y，y 一 2，2z 一 XxX)(x、y、2 为 复数 ) 仅 有 
有 限 多 个 。 求 出 所 有 这 种 三 元 数组 。 
证 明 由 x(x 一 1) 一 y(y 一 1)=22x-2y2， 
(XxX~ YX+Y~1)=22(X— y), 
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(x- 轨 (x+y-22~1)=0. 
令 x-y=a, y-2=b, X=0C, 则 原 方程 组 可 写 为 


a(b~ce~-1)=0 (1) 
bl(c-a—-1)=0 (2) 
cl(a—-b—-1)=) (3) 


若 s，8，c 中 至 少 有 两 者 为 0， 则 第 三 者 必 为 0， 得 了 的 一 
个 解 (0，0，0); 

若 4， 6, c 中 怡 有 一 个 为 0， 如 4=0， 则 c=1， b= ~—1, 
得 T 的 三 个 解 (0，-1, 1),，(1, 0，-1), (-1,，1,0); 

若 4， b， c 均 不 为 0， 则 a-b=b6-c=c-a=1, 三 式 相 加 
得 0= 3， 强 出 矛盾 . 

综 上 所 述 ， 可 知 7 有 四 个 解 ; (0，0，0)、(\0， 一 1，1)， 
(1，0，-1)，(-1，1，0)。 
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高 中 各 年 级 数学 竞赛 赛 前 模拟 试题 


一 年 级 


一 、 选 择 题 〈 本 题 满 分 42 分 ， 每 个 小 题 7 分 ) 
本 题 共 有 6 个 小 题 。 每 个 小 题 都 有 代号 为 (A)、(B)、 


(C)、( 妃 ) 的 四 个 答案 ， 其 中 有 一 个 且 只 有 一 个 答案 是 正 确 
的 。 请 把 你 认为 正确 的 那个 答案 的 代号 写 在 题 后 的 括号 内 。 
每 个 小 题 答对 得 7 分 ， 答 错 得 0 分 ， 不 答 记 1 分. 


尽 


~ 


1。 设 PP 是 这 样 的 命题 , “车 数 n 的 各 位 数字 之 和 能 被 6 除 
则 n 能 被 6 除 尽 .” 使 命题 P 不 成 立 的 x 的 一 个 值 是 

(A) 30, (B) 33, (C) 40, (D) 42. 答 ( ) 
2. 设 M={ala= x 一，xX、y Ez}， 则 

(4) 属于 寻 的 两 个 整数 ， 其 积 不 属于 好 ， 

(B) -- 切 奇数 不 属于 4 

(C) 偶数 48- 2 (kE2z) 不 属于 MM， 

(D) M =. 答 ' ) 
3。 边 长 为 5 的 萎 形 ， 它 的 一 条 对 角 线 的 长 不 大 于 6， 另 


一 条 不 小 于 6 ， 则 这 个 菱形 两 条 对 角 线 长 度 之 和 的 最 大 值 是 


(4) 102, (B) 14, (C) 5 6, (D) 12。 
管 ( ) 


[3 


4。 设 x，y，2 为 非 负 实数 ， 县 满足 方程 
45xT99T2 — 08X 2 rTisthz + 256 = 06 
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那么 x+ y+2 的 最 大 值 与 最 小 值 的 乘积 等 于 
(A) 所 ， (B) 4, (C) 9, (D) 36. 答 (  ). 


5 已 知 函 数 F(x) = aox2- 满足 ，- 4 和 (和 -1， -1 
和 1(2) 生 5， 那么 /3) 应 满足 ， 

(4) -7<f(3)<26, (B) -~ 4<f(3)<15, 
(C) -1</f(3)<20 (DD) -< 1(3) < 各。 
管 ( )。 

6。 已 知 一 个 圆锥 及 其 内 切 球 ， 且 这 个 球 又 内 切 于 一 个 
直 圆 柱 ， 圆 锥 与 圆柱 的 底面 在 同一 个 平面 上 ， 用 广 ， 广 分 别 
表示 圆锥 与 圆柱 的 体积 。 则 广 、 厂 :之 间 的 关系 是 

(4) V ,<V,, (BY VV,, (C) 六 = 六 (个 ) 以 上 
答案 都 不 对 “ 答 (  )。 

二 、 填 空 题 (本 题 满分 28 分 ， 每 个 小 题 7 分) 

本 题 共 有 4 个 小 题 ， 每 个 小 题 的 答案 请 填 在 、 上。 

1。 已 知 集合 MM= {x,， xy, lg(xy)} 及 N={0,，|x| ,yy}， 


并 且 M = NWN， 那么 (x+ 六 /+ (e+ 击 ， (e+: i .十 


(za + 的 值 等 于 


2。 设 Qn = sin?z0 + cosngOEN)， 则 6ao- 15cas+ 1006 的 

3。 给 定 半径 均 为 天 的 四 个 球 ， 其 中 每 个 球 都 与 其余 三 

个 球 外 切 。 第 五 个 球面 包围 着 这 四 个 球 ,并 与 这 四 个 球 相 切 . 

第 六 个 球 在 上 述 四 球 的 中 间 ， 并 与 它们 外 切 。 则 第 六 个 球 的 
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体积 ,与 第 五 个 球 的 体积 7 之 比 等 于 

4。 假 设 x 表 示 一 个 八 位 数 。 如 果 使 它 与 它 的 各 位 数字 之 
和 的 比 达到 最 大 值 ， 则 x 等 于 __， 

三 、( 满 分 16 分 ) . 

有 三 根 长 度 都 为 1 的 火柴 (粗细 略 去 不 计 )， 随 意 放置 在 
一 张 桌面 上 ， 使 得 每 两 根 都 相交 ， 顺 次 连接 火柴 端点 ， 形 成 
一 个 六 边 形 。 


求证 ， 这 个 六 边 形 至 少 有 一 边 的 长 度 不 小 于 元 ， 


四 、( 满 分 17 分 ) 

一 个 正四 棱锥 S 一 4BCD ,延长 其 底面 的 一 边 CD; 截取 
线段 DE = 2CD( 图 附 一 16)， 经 过 8、E 和 楼 SC 的 中 点 fF 作 
一 个 平面 ， 此 平面 将 四 棱锥 分 
成 两 部 分 ， 求 这 两 部 分 体积 之 
比 。 


(图 附 一 16) (图 附 一 17) 


五 、( 满 分 17 分 ) 
把 正三 角形 划分 成 m 个 同样 的 小 正三 角形 (如 图 附 - 
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17)， 把 这 些小 正三 角形 的 一 部 分 标 上 号 码 1，2，…，m， 并 
且 号 码 相 邻 的 三 角形 有 相 邻 边 。 


证 明 ; 1 志 ?2 一 n+1。 


二 年 级 


一 、 选 择 题 〈 满 分 42 分 ， 每 小 题 7 分 ) 
说 明 间 一 年 级 ( 略 )， 
1。 数 集 P={(2n+ DzjnE2Z} 与 数 集 Q= {(4k 土 1)z18k 
EZ} 之 间 的 关系 是 
(A) PCQ，(B) PEOQ, (C) P=Q, (D) P#Q, 
答 ( ) 。 
2。 有 和 2、? 两 个 四 位 数 ，% 的 常用 对 数 是 4 + lgB， 其 中 
4、 刀 为 自然 数 ，m 的 千 位 数字 与 百 位 数字 之 和 等 于 5 有 B; " 比 
m 大 118， 那 么 
(A) m= 1978, 1= 2000,(B) m= 2967, n= 3000， 
(C) m= 3956, n= 4000, (D)m= 4945, r=5000, 
答 ( ). 
3。 已 知 等 腰 A 4BC 的 底 边 BC 及 高 4 已 的 长 都 是 整数 ， 
那么 sin 4 和 cos 4 中 ， 
(4) 一 个 是 有 理 数 ， 一 个 是 无 理 数 ， 
(B83) 两 个 都 是 有 理 数 ， 
(C) 两 个 都 是 无 理 数 ， 
(D) 是 有 理 数 或 无 理 数 要 根据 BC 和 4D 的 数值 来 定 。 
答 (  )， 
4。 方 程 sinx = lgx 的 实 根 个 数 是 
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(4) 1，(B) 2，(C) 3，(D) 大 于 3。 答 (  )， 

5。 如 果 四 面体 的 每 一 个 面 都 不 是 等 腰 三 角形 ,都 么 其 长 
度 不 等 的 楼 的 条 数 最 少 为 

(A) 3, (B) 4, (C) 5, (D) 6。 答 { )。 

6。 在 正方 形 4B8CD 所 在 平面 上 有 点 P， 使 人 PA8， 
人 PBC，APCD，A 人 PD 4 都 是 等 采 三 角形 。 那 么 ， 具 有 这 
样 性 质 铭 点 P 的 个 数 共有 

(4) 9 个 ，(B) 17 个 ， CY》 1 个 ，( 人 DD)》 5 个 , 短 ( ) 。 

宝 填空 题 〈 满 分 28 分 ， 每 小 题 7 分 ) 

一 个 公园 的 形状 是 边 长 为 2 公里 的 正大 边 形 。 小 李 
上 一个 有 大人 痢 公约 有 上行 5 公里 | 这 时 她 离 出 发 
点 _ 公里， 

2， 在 同一 路 线 上 有 四 个 人 ， 第 一 人 华 汽车， 第 二 人 开 
摩托 车 ， 第 三 人 箭 轻 骑 ， 第 四 人 骑 折 行车。 各 种 车 的 速度 是 
器 定 的 。 坐 汽车 的 在 12 时 追 上 乘 轻 骑 的 ，14 时 遇 到 骑 自 行车 
的 ， 而 与 开 摩 托 车 的 相遇 时 是 16 时 。 开 摩托 车 的 六 到 乘 轻 骑 
的 是 17 时 ， 并 在 18 时 追 上 了 骑 自 行车 的 . 那么 骑 自 行车 的 在 
__ 时 遇见 乘 轻骑 的 ， 

3。 要 求 在 举 标 平面 内 构造 一 个 直角 三 角形， 使 得 它 的 
两 条 直角 边 分 别 平 行 于 x 轴 和 y 轴 ， 且 两 条 直角 边 上 的 中 线 分 
别 落 在 直线 y= 3x + 1 和 y= mx+ 2 上。 使 这 样 的 三 角 形 存在 
的 常数 m“ 有 _ 个 。 

4， 在 黑板 上 写 下 数 1，2，…，1986，1987。 每 次 允许 
抹 去 车 于 个 数 ， 同 时 又 写 下 这 些 数 之 和 除 以 7 的 余数 . 这样 
进行 若干 次 后 ， 人 其 中 之 一 是 987 , 则 另 一 
个 数 是 ___。 
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三 、( 满 分 16 分 ) 

在 正方 形 45C 的 边 45、 
BC 上 分 别 取 点 己 、Q， 连 接 DP、 
DQ、PQ ,分 别 记 ADPQ,AD4P 
ADQc 和 APBQ 的 面积 为 S,、'9:、 
S,、34( 图 附 -27)。 问 点 EC、Q 如 何 
选取 时 ,S2+ 922+ 982+ 942? 取 最 小 (图 附 -27) 

值 ? 

四 、( 满 分 17 分 ， 

将 2" 个 球 分 成 苍 干 谁 ， 任 选 四 . 乙 两 堆 按 以 下 规则 挪动 ; 
若 甲 堆 的 球 数 户 不 少 于 乙 堆 的 球 数 g， 则 从 甲 堆 拿 9 个 球 放 到 
乙 堆 里 去 ， 这 样 算是 挪动 一 次 。 求 证 ， 可 以 经 过 有 限 多 次 挪 
动 把 所 有 的 球 合并 成 一 维 。 

五 、( 满 分 17 分 ) 

有 每 函 数 若干 个 ,每 个 函数 至 少 具 有 下 面 三 条 性 质 之 一 : 
(1》 是 奇 函 数 ，(2)〉 是 (- cc，+ co) 内 的 增 函数 ，(3) 函数 
的 图 象 经 过 坐标 原点 。 已 知 具有 性 质 (1) 的 共 12 个 ， 有 具有 性 
质 (2) 的 共 10 个 ， 具 有 人 性质 (3) 的 共 14 个 。 试 问 这 些 特 函数 共 
有 几 个 ? 其 中 赛 指 数 小 于 零 的 有 几 个 ? 


三 年 级 
一 、 选 择 题 〈 满 分 42 分 ， 每 小 题 7 分 ) 
说 明 同 一 年 级 ( 略 )， 
1。 设 -1<c<0，0 = arcsina， 那 么 不 等 式 sinx<a 的 解 
集 为 
(A) {xl3nr+0<x<(20+1)r 一 0，pEOD)， 
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(B) {x|2nr -0<x< (2n+ Dr+0, rEZ), 

(C) {x|(2n- Dat+d<x<2onr-0, n€EZ}, 

(D) {x|(2n- 1)r-0<x<2nr+0, n€E2Z}, 
答 (  )。 

2。 在 平面 直角 坐标 系 中 ,纵横 坐 标 均 为 有 理 数 的 点 称 
为 有 理 点 。 车 4 为 无 理 数 ， 则 过 点 (a，0) 的 所 有 直线 中 

( A) 有 无 穷 多 条 直线 ， 其 中 每 条 直线 上 至 少 存在 两 个 


有 理 点 ， 
(B) 恰 有 2(2 生 < + co) 条 直线 ， 其 中 每 条 直线 上 至 少 
存在 两 个 有 理 点 ， 


(C)〉 有 且 仅 有 一 条 直线 至 少 通过 两 个 有 理 点 ， 
(D) 每 条 直线 至 少 通过 一 个 有 理 点 。 管 ( )。 
3。 对 所 有 满足 1 委 关 和 2 委 5 的 妈 、z， 极 储 标 方程 
] 老 示 的 厅 同 3 的 
p= TCicosg 表示 的 不 同 双 曲 线 的 条 数 是 


(-4) 15, (8B) 10，(C) 7，( 门 ) 6。 答 (- )。 
4。 设 0 过 a 过 1， 若 Xi1=4，Xs= 01，Xg=072， Xn= 
G7s-1，…， 则 数列 {Xn} 
(A) 是 递增 的 ， (8) 是 递减 的 ， 
(C) 奇数 项 是 递增 的 ， 偶 数 项 是 递减 的 ， 
(D) 偶数 项 是 递增 的 ， 奇 数 项 是 递减 的 。 
答 ( )。 


5。 已 知 方 程 arccos $e-— arccos( 一 冯 ) = arfcsinxX， 则 


_ 24 二 4 
(A)X= 25” (B) x 25， 
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(c)x=0，  () 这 样 的 x 不 存在 。 管 ( ), 

6。 车 四 面体 的 一 条 棱 长 是 x<， 其 余 棱 长 都 是 1， 体 积 是 
(x)， 风 函数 (x) 在 其 定义 域 上 

(A》 是 增 函 数 ， 但 无 最 大 值 ， 

4B) 是 增 函 数 且 有 最 大 值 ， 

(C) 不 是 增 浮 数 且 无 最 大 值 ， 

(D) 不 是 增 函 数 但 有 最 大 值 答 ( )。 

二 、 填 空 题 〈 满 分 28 分 ， 每 小 题 7 分 ) 

1。 在 人 4BC 中 ， 角 4、B、C 的 对 边 分 别 为 0，0，o。 
若 角 女 、B、C 的 大 小 成 等 比 数列 ， 且 6b? 一 a2=ac， 则 角 B 的 
着 度 数 等 于 __、. 

2。 设 9，b,c,9 是 实数 .假定 2*+az?+ bzz+cz+d=0 的 
所 有 根 是 复数 ， 且 落 在 复 平面 上 以 0+ 0 为 中 心 ，] 为 半径 的 
周 周 上 那么 这 些 根 的 倒数 之 和 必定 是 ”. 

3。 递 增 数 列 1，3，4，9，10，12，13… 由 一 些 正 整数 
组 成 ， 它 们 或 者 是 3 的 寡 ， 或 者 是 若干 个 不 同 的 3 的 客 的 和 。 
则 此 数列 的 第 100 项 (其 中 1 是 第 一 项 ，3 是 第 2 项， 等 等 
是 
4。 五 对 挛 生 兄妹 参加 天 个 组 的 活动 。 若 规定 ，(1) 挛 生 
兄妹 不 在 同一 组 ; 〈2) 非 挛 生 关系 的 任意 两 个 人 都 恰好 共同 
参加 过 一 个 组 的 活动 ，(3〉 有 一 个 人 只 参加 两 个 组 的 活动 。 
则 入 的 最 小 值 是 。 

三 、( 满 分 16 分 ) 


求证 1. 3 .5 (2n-D<(S"12) 


四 、( 满 分 17 分 ) 
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两 个 人 轮流 在 桌面 上 ( 夭 形 、 正 方形 或 圆 形 ) 摆 硬币 ， 等 
次 摆 一 个 ， 各 个 硬币 不 能 互相 重 登 ， 也 不 能 有 一 部 分 在 捍 而 
的 边缘 以 外 。 这 样 经 过 充分 多 次 以 后 , 谁 先 摆 不 下 硬币 为 输 . 
试 证 先 摆 的 人 有 办 法 使 对 方 一 定 输 。 

五 、( 满 分 17 分 ) 

三 角形 的 面积 由 三 条 边 长 唯一 确定 。 问 ， 四 面体 的 体积 
是 否 由 四 个 面 的 面积 唯一 确定 ? 若 唯 一 确定 ， 请 证 明之 ;车 
不 能 唯一 确定 ， 则 举例 说 明 。 
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一 年 级 
一 ”选择 题 
1。 本 置 显然 简单 ， 却 比较 别致 。 僚 赛 者 如 果 粗 心 大 意 ， 
出 多 选 错 答 案 ， 特 划 可 能 误 答 (C). 这 里 ， 命 题 己 是 4“ 若 4 则 
8B» 的 形式 ， 当 且 仅 当 44 真 8 假 时 ， 命 题 P 不 成 立 ， 故 应 选 答 
(B)。 其它 ， 如 (A) 是 4 假 B 真 ，(C) 是 4、2 同 假 ，( 必 ) 是 
4 、 妇 同 真 ， 均 不 能 使 命题 过 不 成 立 ， 
2。 设 C(、pEM， 则 
a= Xi2 一 713， b= xs2 一 yo? (X14, Xs, Yi Ys EL) 
从 而 ap= (xxg- yiys)2- (Xiys 一 X2yi)2。 
显然 有 aoE 对 . 故 (4) 不 真 3 
又 因 任 一 奇数 2k 一 1= 名 (~ 1)?， 故 (8) 假 ， 
着 4R-2EM, 则 4kh-2=x*~y: (x, yEZ)., 
或 (x+y)(X-y)=2(28- 1). 
因此 ，x+ y 与 Y- y 必 有 一 个 是 偶数 ， 另 一 个 是 奇数 .由 
于 方程 组 
和 y=27 或 ee 
XX- y=2g9-1 XxX- y=27 
均 无 整数 解 ， 此 与 x、y 为 整数 相 矛盾 。 歼 4&8 -z 了 区 和 胡 。 和 由 此 
应 选 答案 (C ) 。 
3。 设 对 角 强 长 是 2xX 和 2y， 则 x?+ 到 = 52， 且 x 拓 3，y 之 
3， 由 图 附 一 13， 可 见 x+ y<3+4， 所 以 2x + 2y 的 最 大 值 是 
14， 因 而 应 选 答案 (B)。 


(p,9E2) 
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4， 首 先 解 出 


{= 2V5 rtoTar, 4 
由 x?~ 68i+ 256=0, 
解 得 t= 64= 28， 
l=4= 22,。 | : 
Xx 
0 3° 5 


对 {有 w 5x+9y+42 


图 附 一 13 


4(X+y+2)<5X+9y+42=36<9(X+ y+2), 
得 A=(X+ yy 十 2) 极 小 值 = 4， 
如 = (x+ ?二 2) 极 大 值 = 9 
对 2 有 w 5x+ 9y+4z2 = 2, 
4(X+yT+T2)s5X+9y+42=4<9(X+y+z)， 


得 C=(X+ y+2) 极 小 值 = 人 


刀 =(xX+y+2z) 极 类 伪 一 下 。 
于 是 最 大 值 为 9 ， 最 小 值 为 9 ， 其 积 为 BC = 4， 内 而 应 


选 答案 ( 九 ) . 
5。 思 考 一 . 估 f(1)=a-c, ff(2)=4a~c， 
所 以 a= f(D, c= 30f(2) -4f (Dy, 


从 而 /(3)=90~0= Bf(2) -SfD. 


Sr _1) .xc 1)<8 _ .5 <8 
但 a 1) 了 xx 1 7) 入 了/(2) 3f (De, 
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x 5 ~ 了 (4) 
则 -1<<f(3) 二 20， 故 应 选 答案 (C)。 
思考 二 、 由 题 设 知 
~ 4<a—-c 克 -1 
Le 
令 Ff(3)=m/(1) +nf(2), 
即 ma-c)+n(44-c)= 9a-c。 


m= -了 3 
则 全”， 解 得 | 


m+t+n=1 8 
Wg 
由 (* ) 得 
5 5 5 20 
-40+ 一 Cc 世 
呐 了 
8 _32，_ 8 <40 
一 了 和 3 了 4 3° 三 3 
于 是 有 -=- 1 委 9%a- c 委 20 
即 -~ 和/(3 过 20， 故 选 答案 (C) 
思考 三 、 由 题 设 知 
人 
一 1 和 446- c 委 5 


著 以 a 为 自 变 量 ，c 为 防 数 ， 上 述 不 等 式 在 直角 做 标 系 中 
的 图 象 ， 应 是 下 列 四 条 直线 的 内 部 (包括 边界 ) 的 点 (0，c) 如 
图 附 一 14。 


Gt=~] 4-0m 一 4 44~c=5 44~-0=~1 
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其 交点 为 4(0，1) ,B(2，3)，C(3，7)， 站 (1，5)。 

显然 0<4<3，1<c<&7. 

则 ”a 最 大 =8， 0 最 小 = 0， 

C 最 大 三 7， C 最 小 二 1 。 

由 f(3)=9a~c， 得 c=94-f(3)。 

此 式 图 象 为 斜率 是 9 ， 截 焉 是 - /(3) 的 -- 束 平行 线 ， 而 
截 忠 -了 (3) 在 A(0，1)、C(3，7) 处 取得 最 小 值 和 最 大 全 。 

故 f(3) 明 小 =9x0-1= -1，f/(3) 最 大 =9xX3-7=20。 

由 此 可 得 ~ 1 委 F(3) 和 20， 内 而 应 选 答 宗 (C)。 


(图 附 一 14) (图 附 一 15》 


6。 设 VM = 4 为 圆锥 的 高 ，” 为 底面 半径 ， 有 为 内 切 球 半 
径 ，O0 为 球 心 ( 图 附 一 15》， 则 ~M4O= ~O4 广 = 小 于 是 
R=rtgg, h=rtg20, 


Ea V, = 计 nxr2h 二 Br tg2, 
VV ,= 275N3 = 2nrstgs0, 
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Vi tg20 
» 一 上 = “=>0, 
于 是 ， te >0 
2 j} 2tgb 
因为 tg20 = I — tg? 
所 以 tgsd tg + -0 


Av ] -3 了 >0 


故 天 > 全 >1， 因而 广 ,> 六 ,， 应 选 (B)， 


二 、 填 空 题 

1。 因 为 M = V. 所 以 OE M， 且 x，y 均 不 能 为 0， 于 是 
lg(xy)=0, xy=1. 

从 而 ，1E N。 若 y= 1， 必 x= 1， 这 与 集合 元 素 的 互 异 
性 矛盾 ， 故 只 能 1xj| = 1 且 x= - 1， 得 y= -1. 


因此 ， x+ 二 = 一 2， 22+ 六 2， x+ 2 2 


2000. 1 _ 2001 二 
% 十 -一 一 一 二 2 » % 二 一 py 一 三 2 。 
2006 7 


显然 ， 所 求 和 之 值 为 - 2 。 
2。 因 为 sin20 + cos28 = 1， 记 sing = 0D，cosg =09， 刚 
p2+q:=1. 
男 知 ae6=1--3p292，a4= 工 一 20792。 
Ga=06 一 04D292= 工 一 4029 二 20494) 
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ao=(p&+g8)(D2+02 ~ D2g2(D9+ qo) 
= 一 5p292+50D494。 

高 6a10~ 15as+ 10as = 1。 

即 所 求 之 值 等 于 1 。 

3。 由 题 意 知 题 中 所 指 半径 为 R 的 四 个 球 的 球 心 恰 是 楼 
长 为 2R 的 正四 面体 的 四 个 顶点 ， 又 易 知 第 五 球 、 第 六 球 的 球 
心 都 是 上 述 正四 面体 的 重心 。 设 r 表 第 五 球 ( 大 球 ) 的 半径 ，p 
表 第 六 球 的 半径 ， 显 然 有 

r=p+2k (1) 

又 因 棱 长 为 2 的 正四 面体 的 重心 到 它 的 每 个 顶点 的 距 


离 都 等 于 5R， 帮 有 p+ R= 全， 


即 2=A(58- 1) (2 ) 
将 (2) 代 入 (1 得 r= R(XE + 1). 
于 是 (££) - (Eo) = (5- 2v 6),。 


4。 假设 x 表 示 一 个 八 位 数 ， 由 此 可 令 


X= Qa° 107 + G7 106+ "+d 10+41, 


则 Us" 107+a 105+ 二 da 10+0 
Qg+ gr 十 ++0a+@ 


10(ds+0rt+ +0+0) 107 
Gg+Q7+ +02+ 0 
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《 当 6 = ae=…=0z=0 时 取 等 号 ) 
因而 ，x = 10000000。 
三 、 分 两 种 情况 证 明之 ， 
(1) 若 三 根 火柴 交 于 一 点 O( 图 附 一 18)。 
因 人 1+ 人 2+ AL3=180°, 
则 其 中 定 有 一 个 角 不 小 于 60*"， 设 人 3 宇 60°。 
又 ZX3= LL4+ XL5, 则 有 人 4+ 5 之 60°，。 


(图 附 一 18) (图 阶 一 19) 


因而 人 4 与 人 5 中 定 有 一 个 不 小 于 30” , 设 30" 委 人 4 人 60"， 
由 下 发 定理 有 ， 


sin/ 4 1 
CD= AD. ACD > 2 


(2) 若 三 根 火柴 交 于 三 点 (图 附 一 19)。 
设 人 4 宇 30"， 由 正 改 定理 有 


_ ADsin/4、1i 
CD er 7 ACD I 


四 、 设 顶点 为 了 ， 底 面 是 Kt 人 8CE 的 三 棱锥 的 体积 为 
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Spes =- 寺 BC CE = 


因为 是 楼 SC 的 中 点 ， 所 以 
Vi= 1 全 3 G2 。 二 

3 2 2 4 
设 三 棱锥 KK 一 LED 的 体积 为 V。， 


"pope 
于 是 LD -2 即 有 ZLD = 2 0。 
在 侧面 SCD 内 作 FM /SD， 则 有 


KD .ED 
FM EM" 


Wp, i ,KD= #6. 


多 面体 BFCDKL 的 体积 Va= 了 -Vi= 二 


正四 楼 锥 S- 4BCD 的 体积 Vo = 
因此 ， 多 面体 SA4LK FB 的 体积 


= ah— 29 cj 3l gh 
Vem SON 0 "80" 
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五 、 研 究 如 图 附 一 20 
所 画 出 那样 的 三 角形 。 这 时 黑 
三 角形 有 1+2+3+ += 


~ 


(图 附 ~20) 


zt2+T) 个 :而 白 三 角形 有 1 + 


2+3+ 1D (nn 一 1) 个 。 


显然 ， 两 个 有 相 邻 号 码 的 三 角形 涂 有 不 同 颜色 ， 因 此 标 
号 码 的 黑 三 角形 仅 能 比 白 三 角形 多 1 。 因而， 编号 的 三 角形 
数 不 超 过 


. tl ntl 


好 m2~n+1. 


二 年 级 
一 、 选 择 题 
1。 思考 一 、 选 择 K 的 一 些 特殊 值 ， 进 而 作出 正确 判断 . 
事实 上 ， 


令 K 太 =0，1，2，3， 即 (4K 土 1)z 分 别 为 ~ 区 ，Z，37， 
57z，7r，95，1l1r，13r， 与 数 集 忆 进行 比较 ， 推 知 P= Q， 
故 选 答案 (C )。 

思考 二 、 通 过 对 奇数 2n + 1 的 变形 进行 论证 ， 事 实 上 , 令 
n=2m, (mEZ), C2n+ Di= (hm+ Dn, 
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令 n= 2 一 1， 则 (2?+1)zr= (41 -1)7。 

因而 已 = CQ， 选择 答案 (C) . 

思考 三 、 从 命题 的 答 案 的 等 价 性 进 行 分 析 判 断 。 事 实 
上 ， 

因 车 PCQ， 则 PQ。 

于 是 ， 若 PCQ 正 确 ， 则 P 志 QQ 也 正确 ， 这 
是 不 可 能 的 ， 因 此 ，(-4) 是 错误 的 。 

同 理 ，(B) 也 是 错误 的 。 

由 于 (DD) 与 (A4)、(B) 中 有 一 组 是 类 同 的 ， 因 而 (D) 也 
是 不 正确 的 。 

于 是 P=Q， 选 择 答案 (C). 

注 ， 思 考 一 的 解法 虽 不 严密 ， 但 也 可 进行 判断 ， 所 以 取 
特殊 值 是 一 种 常用 方法 ， 思 考 二 较 自 然 ， 论 证 也 较为 严密 ; 
思考 三 较 巧 妙 ， 思 维 有 一 定 的 深度 。 

2。 因 为 的 千 位 数字 与 百 位 数字 之 和 一 定 不 大 于 18 ,所 
以 58 志 18， 而 8B 为 自然 数 ， 则 0 <B< 3， 

由 题 设 有 lgn=s A+lgB, n=B.10*,A= 3. 

又 因 n 汪 m 之 1000， 则 B 志 1 ，B 只 能 为 2 或 3、 

车 B= 3， 则 n=3000, nm=118=33，m=2967， 但 
千 位 数字 与 百 位 数字 之 和 为 11 不 等 于 58。 因 而 8= 3 不 合 
题 意 。 

车 B= 2 ， 则 n=2000,，%~m=11B=22, n= 978，1 
+9=10=2B, 

因此 ，m = 1978，#= 2000。 选 答 (-44) 

3。 设 AD=m， BC=2n， 出 

AB smtm tm 0), 


全 6 


Oa J sin = SL 
2 mi+ nm 2 mit na’ 


.A A 2mn 
故 sin4 = 2sins COs = ma ne 


in2 
一 Sin - 一 
2 m2+ nz 


2 n2 
cos A= cos?4 A_ mn 


由 题 设 知 m、n 都 是 有 理 数 ， 所 以 sin 4、cos 4 也 都 是 有 
理 数 ， 从 而 应 选 答案 (B). 

4。 考 虚 曲 线 y = sinx 与 y= lgx 的 交点 个 数 。 如 图 附 一 名 
所 示 。 

因 y = lgx 是 一 个 单调 递增 函数 ， 故 在 x>10 时 ，1gx>1、 
与 y= sinx 不 再 相交 ; 而 在 0 过 x 过 10 时 ， 如 图 附 一 21 显 然 有 有 
3 个 交点 ， 因 此 应 选 答案 (C)。 


{图 附 一 21) 


5。 长 度 不 等 的 棱 显 然 不 能 少 于 3 条 ,因为 每 一 个 面 上 的 
三 条 楼 就 是 各 不 相等 的 。 那么 ， 是 否 可 能 恰 有 三 条 不 相等 的 
棱 呢 ? 如 果 可 能 ， 就 一 定 要 相对 的 楼 分 别 相等 。 

事实 上， 两 个 全 等 的 不 等 过 锐角 三 角形 可 以 拼 成 一 个 平 
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行 四 边 形 4BCD( 图 附 一 22》， 三 角形 公共 边 .4C 是 四 边 形 的 
对 角 线 , 比 另 一 条 对 角 线 BD 短 。 把 AL4BC 绕 4C 旋 转 180" 到 


eS, 
、 7 
1 BH” 
心 

《图 附 一 22) (图 附 一 23) 


AB'C 的 位 置 ， 那 么 4CB'D 是 符 腰 梯形 ,而 4C>>B8'D (图 
附 一 23) 。 因 此 ， 在 旋转 过 程 中 必 有 BD = 4C 的 时 候 ， 这 时 
四 面体 4BCD 就 恰 有 3 条 不 相等 的 机。 所 以 ,本 题 的 正确 答 
案 是 (4). 

6。 与 4B 构 成 等 腰 三 角形 的 点 的 轨迹 由 三 部 分 构成 ， 

(1) AB 的 中 垂 线 ; 

(2) 如 为 中 心 ，AB 为 半 


径 的 圆 ， 
(3) B 为 中 心 ，4B 为 半 
径 的 圆 . 


因此 ， 由 画 出 的 图 附 一 24 
可 见 ， 共 有 9 个 点 适合 条 件 ， 
所 以 应 选 答案 (4). 

注 ， 一 些 参 赛 者 由 于 把 “到 4、3 等 距离 ”与 “ 同 4B 构 成 
等 野 三 角形 ” 误 认 为 是 等 价 的 ,因而 产生 一 个 错误 命题 :“ 同 线 
段 4 有 8 构成 等 旦 三 角形 的 点 必 在 .48 的 中 垂 线 上 ?”， 并 据 此 错 


(图 附 一 24) 
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误 命题 就 极 易 误 选 答案 (C)。 

二 、 填 空 题 

1。 如 图 附 一 25 所 示 ，A4BCD 是 所 走路 线 ， A4D?= 12+ 
42—2.，1.。 4c0s60°=13 

或 4D2=12+(2v3)2=13。 

因此 ， 人 小 李 这 时 离 出 发 点 有 v13 公 里。 


{图 附 一 25) {图 附 一 26》 


2。 设 汽车 、 摩 托 车 ,轻骑 、 自 行车 的 速度 分 别 为 ,、。、 
记 ,，V1。x、y 分 别 表示 在 12 时 的 时 候 骑 自行 车 的 与 坐 汽 车 
的 、 骑 自行 车 的 与 开 摩托 车 的 之 间 的 距离 ， 依 题 意 得 


Ye=2( 记 +) (1) 
xX+ y=4(V, +,) (2) 
Xt+y=5(V2+Vs) (3) 
y=6(V,—V) (4) 


我 们 的 目的 是 求 挛 -; 产 ， 所 以 要 从 (1) 至 (4) 中 消去 


3 六， 六 *。。 为 此 ， 由 ((1) +(3))x2- 2)+(04)) 得 
3xX= 10( 太 .+ 六 )， 


其 x= st i) 


设 骑 自行 车 的 在 时 遇见 乘 经 骑 的 ， 则 
X= (t~12)(V s+V), 


10 1 
Wm ff~-12= -~ 下 
则 12 3 即 # = 15 


所 以 骑 自 行车 的 在 15 时 20 分 遇见 乘 轻骑 的 ， 

3。 设 所 求 三 角形 的 顶点 为 4(h，k)、B( h+2a，k)， 
CCh，&+ 26)， 则 AB 的 中 点 是 骨 (h+a，k)，AC 的 中 点 是 
NN(h，k+ 6b)。 使 题 设 两 直线 分 别 为 CM、BN， 则 有 

k+2b=3h+1 


ee (1 
CA 
有 二 oj 二 2 (2) 


由 (1) 有 2b= -3c 
由 (2) 有 b= ~ 2am, 


=- 3 
从 而 和 = 本 


交换 CM 与 BN 的 位 置 ， 则 得 m 另 一 值 。 

综 上 可 知 满足 要 求 的 m 值 有 2 个。 

4。 我们 注意 到 ， 每 经 过 一 次 “ 抹 数 ?和 写 “ 余 数 ” 后 ,所 有 
还 写 在 黑板 上 的 数 之 和 除 以 7 的 余数 不 变 。 设 最 后 余下 的 另 
一 个 数 为 x， 则 x+ 987 与 下 列 和 数 

1+2+3+…w+1986+1987=1987。7。142 

分 别 除 以 7 的 余数 相等 ， 都 等 于 0 。 又 987 能 被 7 整除 ,因而 
数 x 能 被 7 整除 。 因 为 每 次 抹 数 后 ， 总 要 添上 一 -个 《余数 ”, 所 
以 最 后 剩 下 的 数 中 至 少 有 一 个 是 4 余数 >。 但 987 不 是 除 以 7 后 
的 余数 ， 因 此 x 必 是 除 以 7 后 的 余数 ， 即 是 说 ， 有 0 <x 志 6 
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成 立 。 由 于 所 指出 的 Y 能 被 7 
整除 ， 则 x= 0 , 即 黑板 上 剩 下 
的 数 除 987 外 ， 就 只 有 一 数 “0 
7 了 。 

三 、 不妨 设 正方 形 4BCD 


Dl,1) 


的 边 长 为 1， 如 图 附 一 28 建 | 站 ， S， 
六 从 标 系 ， 纪 | ! 9 
江 坐 标 系 ， 设 己 (0， D)， Q(a， 可 Da Ca Ca 
0)， 于 是 
D2= (1-6), (图 附 一 28) 


Se= 了 (1-o， Si 了 al， 


Si=1~-Ss— 093- 9:= (0+6- ab) . 
从 而 Si+Si+S?+S? 


= 了 (1- 20+62+1— 24+a?+ab? + a?+ b+ a2b’ 


十 20 ~ 2a2b ~ 2ab?2) 


“3(0+6 a-b+1+ab- ab ab2+ ab) 


-Hs 1)as~ (b2~ b+1)a+ (82 一 六 上 + "| 


= +t 1)(b2~ b+ 1) 


(GG 
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显然 ，o = 二 ,0= 寺 时， )》 式 信 最 小 ， 最 小 值 为 3。 


即 忆 、Q 分 别 选 线段 为 4 有 、BC 的 中 点 时 ，Si+ 3S8+ S$ + 
Si; 取得 最 小 值 35。 


四 、 当 n= 工时 ， 总 共 只 有 两 个 球 ， 若 仅 是 一 扒 , 则 不必 
挪动 ; 若 分 成 两 次 ， 唱 只 需 娜 动 一 次 就 并 成 一 堆 了 ， 故 2= 1 
时 命题 成 立 。 

假设 当 n = AR 时 命题 成 立 ， 即 28 个 球 任 意 分 成 若干 堆 , 总 
可 经 过 有 限 次 挪动 并 成 一 堆 。 

则 当 %=&+ 1 时 ，2”**! 个 球 分 成 的 各 堆 的 球 数 可 能 是 奇 
数 ， 也 可 能 是 偶数 ， 但 奇数 个 球 的 堆 数 必 是 偶数 (否则 总 球 
数 将 是 奇数 ,与 已 知 矛盾 ) .把 所 有 奇数 个 球 的 堆 任 意 两 两 配 
合 ， 在 每 两 堆 之 间 挪 动 一 次 ， 就 使 得 各 堆 球 数 都 是 偶数 ， 这 
时 ， 总 堆 数 不 超 过 原来 的 堆 数 ， 且 每 堆 都 是 偶数 个 球 .于 是 ， 
可 把 两 个 球 看 成 一 个 大 球 ， 则 有 2* 个 大 球 。 

根据 归纳 假设 ， 可 以 按 规则 把 它们 并 成 一 堆 。 所 以 ， 原 
来 的 2 个 球 也 可 以 按 规 则 并 成 一 堆 . 

综 上 所 述 ， 命 题 得 证 。 


五 、 设 在 这 些 宕 函数 中 ， 具 有 性 质 (1) 、(2) 、(3) 的 
组 成 集合 分 别 记 为 4、 妃 、C。 才 指数 小 于 零 的 组 成 集合 记 
作 九 ， 各 集合 中 的 函数 个 数 分 别 记 作 #CL)、2(B)、2CC)、 
n(D), 

Wa AY = 12, nC(B)=10, n(C)=14, 

由 疼 函 数 的 性 质 可 知 ， 在 (一 coo，+ co) 内 递增 的 函数 一 
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定 是 奇 画 数 ， 且 图 象 一 定 过 原点 。 所 以 
BEA, BEC., 

又 由 寡 冰 数 的 性 质 可 知 ， 若 一 个 宕 函数 是 奇 函 数 ， 旦 图 
象 过 原点 ， 那 么 一 定 在 ( ~ co，+ ce) 内 递增 ， 内 而 4ncC = 
B. 

于 是 nC AU BUC)=n(AUC) 

=ntA)+n(C)~n( ANC) 
=n(A)+n(C) -nn(B) 
=]2+14-10=16。 

因此 ， 共 有 筝 函数 16 个 ， 

又 因为 蜂 指 数 小 于 零 的 突 函 数 的 图 象 一 定 不 经 过 原点 ， 
所 以 

n(D)=n(A)-n ANC)=n(A)-n(B)=12-10=2, 

即 16 个 者 函数 中 有 2 个 宕 指数 小 于 零 的 兰 函 数 。 


三 年 级 


一 、 选 择 题 
1 。 思考 (一 )、 先 解 方程 sinx=a。 得 
X=2N07+0, Xo= (2n -1)7T-0, 


描 在 单位 贺 上 ，4，B 把 单位 


圆 分 成 两 段 . 为 了 确定 哪 段 为 y 

所 求 ,只 须 取 一 个 特殊 值 。 如 x | 

=0, 有 sin0=0>a。 所 以 原 不 py 
等 式 的 解 不 包括 xo=0， 即 图 x X42 A 
附 一 29 中 劣 弧 AB 为 所 求 ， 这 | 

就 是 (D)。 (图 附 一 29) 
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思考 (二 )、 由 于 sinx<a<0， 所 以 x 只 能 在 三 、 四 象限 
内 。 又 取 #= 0 时 ， 各 选择 支 为 

(A) 0<x<r-0， 包括 X= 0 

(B) -0<x<z+b， 包 括 x= 了 1 

(C) -+0<x<-0， 包 括 X= 0。 


均 有 不 在 第 三 、 四 象限 上 的 点 ， 因 而 都 应 否定 , 叭 有 (已 ) 真 ， 
思考 (三 )、 把 四 个 选择 支 所 对 应 的 解 集合 表示 在 单位 贺 


上 (图 附 一 30) 


YB) (D) 
(图 附 一 30) 
sinx>a sinx>a sinx<a 
A B 
- [ee Sa [sa | 
Wd 
万 sin%x 
(D) ba 
可 见 (D) 真 。 


2. 思考 ( 一 )、 显 然 ，x 轴 通过 (&，0) 点 ， 且 x 轴 上 至 少 


通过 两 个 有 理 点 ， 应 排除 (D)。 
_ 假 设 男 有 一 条 斜率 为 E(R 去 0) 的 直线 上 至 少 在 在 两 个 有 
理 点 ， 不 妨 设 (Xi 2) 和 (xs， ya)， 则 zi，xX2， yiyy32 都 是 有 
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理 数 且 力 六 0,% 所。 然而 一 方面 由 8= 关 ! 5 不 是 有 理 数 ， 


另 一 方面 由 4= 二 池 是 有 理 数 ， 从 而 得 出 范 盾 ， 所 以 ,(x， 


3y0 和 (x?，J2) 不 能 都 为 有 理 点 。 

又 当 直线 斜率 不 存在 时 ， 直 线 x = a 上 不 存在 有 理 虑 .但 
当 R= 0 时 ， 过 点 (&，0) 的 直接 y = 0(x 轴 ) 上 有 无 穷 多 个 有 理 
点 。 

综 上 可 知 应 选 (C) 。 

思考 (二 )、 过 点 (CS，0) 的 直线 方程 是 y= k(x- 2) 或 x = 
2， 除 h= 0 时 方程 为 y?= 0 外 ， 方 程 中 总 不 能 不 含有 无 理 数 。 
而 通过 两 个 有 理 点 的 直线 方程 可 以 只 含有 有 理 数 ， 所 以 ， 有 
且 只 有 直线 y = 0 至 少 通 过 两 个 有 理 点 。 因 而 应 选 答 案 (C)。 

思考 (三 ) ,直线 y= 0 至 少 通 过 两 个 有 理 点 ,过 (a,0) 的 直 
线 中 仅 此 直线 有 此 性 质 ， 因 其 它 过 (&,0) 的 直线 y= h(x 一 a) 


(& 夺 0) 车 过 两 个 有 理 点 (X41，91)，(xs，y2) , 则 k= 守护 


有 理 数 ，a =x! ~ 尝 为 有 理 数 ， 引 出 矛盾 ,因而 应 选 答案 
(C)。 

3. I 

p= 一 ccos5， 其 中 es 之 1 时 表示 双 曲 线 。 


1— EE 


再 由 条 件 知 e=C%。 又 1<n<m<5。 可 取 
m=2 时 ,2e=C}; m=3 时 , e=Cil=C}3 
m=4 时 ，e=C}i=Ci 或 e=c3; 
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=5 时 ，e=CI1=cf 或 e=c?=ci. 

综 上 可 知 ， 这 样 的 e 的 不 同 值 可 取 6 个 ， 因 而 应 选 答案 
(D). 

4。 可 用 特例 排除 反面 。 

设 xi =a= 过 ， Wx =a = (1) = > 于 = 和 排除 
(B). 


Xs = 0°2 = Gy = x。， 排 除 (A)。 


ee 
有 
2 
(D). 
综 上 便 知 应 选 答案 (C)。 


5。 易 知 arccos < 了 再 由 原 方 程 得 : 


arcsinx< 一 了 -x。 这 不 可 能 。 因 而 选择 答案 (D)， 


注 ， 解答 本 题 易于 产生 如 下 错误 ， 
一 是 可 能 想到 余 疏 函数 是 偶 函 数 ， 误 认为 arcsinx = 0 得 
x*=0， 轻 率 地 选择 (C)。 


二 是 有 人 可 能 设 arccos 闻 = 4， 正 确 地 得 到 arccos 
(-&) =X-~-4C。 但 由 atrcsinx=ca- (rz-a)=2c-T 又 错误 地 
得 到 x=sin(2a -7)= ~sin2a 
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二 一 2SsinCcosC = (一 2 人 (三 儿 二 ) 和 从 而 误 选 答 


案 (B)。 

6。 如 图 附 一 31. 设 想 题 设 
之 四 面体 由 两 个 有 公共 底 边 
BC 的 边 长 为 1 的 等 边 作 ABC 
和 和 AB3DC , 连 顶点 4、 刀 而 得 。 
若 底 面 八 BCD 不 动 ， 当 x 变化 (图 附 一 31) 
时 ， 顶 头 4 绕 着 3C 旋转 ,从 而 

四 面体 了 asco 的 体积 发 生变 化 。 但 这 些 四 面 体 有 公共 
底面 人 838CD。 所 以 


/= LhSageo. 其 中 Sagcp = 六 3， 而 h= 4O = AE 


在 等 腰 八 AED 中， AE -ED=Y3,4D=%. 由 余弦 
定理 可 求 出 


， 由 一 1<cos0<1 解 出 0<x< 3。 


2 0x2 
0 = arocoss 3 


当 * 从 0 增 大 到 可 时 ， 3 一 2- 从 1 连续 减 小 到 -1， 4 由 
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和 增 大 到 180" ， 而 sinb 则 从 0 先 增加 到 1， 再 减 小 到 0; 当 0 取 
90° 时 ,VV = 七， 取得 最 大 值 ， 体 积 矿 先是 增加 的 后 来 是 减 小 
的 。 
综 上 得 知己 (x) 不 是 增 函 数 但 有 最 大 值 。 办 而 应 选 答案 
(也 )。 
注 ， 本题 也 可 将 F(x) 的 表达 式 先 求 出 来 ， 
人 
Flw) = 二 y (x? -了 总 ) 再 进行 讨论 .但 这 样 作 计算 基 
较 大 。 
1。 因 为 所 求 的 是 角 ， 所 以 要 把 刀 一 02 = ac 转化 为 角 之 间 
的 关系 。 由 正 弱 定理 得 
sin2B= sin24 = sin4 sinC 
与 B= ACRKA+B+C=7, 
消去 4，C 即 得 B。 为 此 ， 先 由 
sin AsinC = sin2B — sin2A 
=Ssin(B+ A)sin(B~ A) 
=sinCsin(B~ A). 
化 简 得 sinA=sin(B- 4),， A=B-4， 
2A4=B= AC, 4A4=C. 


于 是 zx=A+2A+44=74， 


7 
注 。 如 果 不 知 sin?B- sin2A=sin(B+ A)sin(B- 4)， 
就 要 把 左边 分 解 因 式 ， 再 化 正弦 和 差 为 积 ， 然 后 用 倍 角 公式 
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则 4- 也 ,B= 字 . 


而 得 右边 ， 这 样 做 比较 费时 ， 


不 如 作 草 图 附 一 82， 则 ac = k 
(b+a)(b~-a) 
即 BC.BA=BD. BE A 
=BA. BF, 
则 BC =BF,， 
从 而 A= LF= /BCF 2D 
(图 附 一 32) 


3 LABC, 即 B=24. 


2。 记 方程 左边 为 1(2)， 其 根 为 2x(k=1，2，3，4). 按 
韦 达 定理 有 > ,zx = -0。 
k=} 


设 Sd 因 - 0 是 实数 ， 所 以 xx = -a,V =0. 


一 1 


又 因 |zxl = 1， 于 是 zx 的 倒数 是 共 恩 数 zx、 而 忆 艾 = 六 


= 4tVi=u-Vi= ~4， 因 此 ， 所 求 这 些 根 的 倒数 之 和 必定 
是 一 4a。 

3。 由 于 这 些 正 整数 或 者 是 3 的 等 ,或 者 是 若干 个 不 同 的 
3 的 筹 的 和 ， 所 以 将 这 些 数 写成 三 进 制 数 时 ， 各 位 上 都 不 会 
出 现 2。 下 表 是 把 1， 3， 4，9， 10， 12,13… 改 写成 三 进 制 后 
的 形式 


三 进 制 的 an 


i | 10 a 100 i160 1i31 < 
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从 士 表 看 出 ， 如 果 把 这 些 三 进 制 数 看 作为 二 进 制 数 ， 再 
化 为 十 进 制 数 就 分 别 得 到 连续 的 自然 数 1， 2，3，4，5，6， 
7，… .根据 这 一 规律 ， 要 求 原 数 列 中 的 第 100 项 ， 只 要 把 100 
写成 二 进 制 数 ， 再 把 这 个 二 进 制 数 看 作为 三 进 制 数 ， 最 后 把 
这 个 三 进 制 数 改 写 为 十 进 制 数 就 可 以 了 .事实 上 ,100 = 64+ 
32+ 4=20+25+22=110010002， 

1100100(s) =35+35+32=729+243+9=981。 

因此 ， 原 数列 中 的 第 100 项 是 981。 , 

4。 设 五 对 挛 生 兄妹 为 (41，B1),， (4;，B2)，…,( A;, 
Bs)。 不 妨 设 4 只 参加 第 1、2 组 的 活动 , 则 4s,Bas，…45, Bs 
中 每 一 人 都 和 -4 一 起 恰好 参加 过 第 1 组 或 第 2 组 的 活动 , 故 
不 失 一 般 性 ， 可 设 A4，，A，，Ba， A 参加 第 1 组 活动 ，B，， 
Bs，Bs，Bs 参 加 第 2 组 活动 。 

4; 必 须 和 Bs，Bs，Bs 恰 好 共同 参加 过 一 -个 组 的 活动 .由 
于 Bs。，B1，Bs 已 一 起 参加 第 2 组 运动 ， 故 4 必须 分 草 在 三 
个 组 和 有 as， 甩 ，55 一 起 活动 ， 同 理 4s，44，-4s 也 必须 分 别 
在 三 个 组 分 别 和 Bs，B4s，Bs; Bs,， Ba, Bs; Bs,B.，B, 一 
起 活动 。 这 些 组 必然 各 不 相同 ， 共 有 12 组 . 

B1 可 以 参加 有 A2,Bs; 4 ，B4 A4,Bs; 45,Bi 的 四 个 组 ， 
这 样 便 满足 了 (1)、(2)、(3) 的 要 求 ， 即 知 8 的 最 小 值 为 14. 

另 解 ， 设 只 参加 两 个 组 的 那个 人 是 R， 他 所 参加 的 两 个 
组 是 4、B. 除 R 和 他 的 挛 胞 以 外 ,还 有 8 个 人 ,每 个 人 都 要 和 
有 共同 参加 一 个 组 ， 当 然 只 能 参加 A 组 或 8 组 :其 中 没有 李 和 后 
关系 的 4 个 人 参加 4 组 ， 他 们 各 自 的 谈 胞 参加 8 组 。 又 44 组 
里 除 R 外 的 每 个 人 还 要 和 B 组 里 除 他 的 挛 胞 和 A 外 的 每 个 人 
分 别 共同 参加 一 个 组 ， 这 些 组 既 不 是 4.8， 又 彼此 不 同 (省 
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则 会 有 两 个 人 共同 参加 的 组 不 止 一 个 ,违反 题 设 ), 所 以 除 扫 、 
8 外 还 该 有 4 x 3= 12 个 组 、 至 于 R 的 挛 胞 也 要 各 除外 的 其 
他 每 个 人 分 别 恰好 共同 参加 一 个 组 ， 这 就 只 要 让 他 参加 刚才 
所 说 12 个 组 中 的 四 个 组 就 可 以 了 。 (例如 参加 RR ,RsRs’， 
人 RAR 所 在 的 组 ， 其 中 必 与 At 是 挛 生 兄妹 ) 因 此 ,组 
数 R 的 最 小 值 是 2+12= 14。 

再 解 、 设 五 对 挛 生 兄妹 为 4,,B A2、Bs; As,Bs 41 
Bs; As, Bs. 

按 题 意 ， 设 4 只 参加 两 个 组 的 活动 ， 且 由 条 件 (1)、(2) 
所 限 ,不 妨 设 为 (4, 44 ,4..45) 和 (Bi,B:、 Bs,、 Ba, Bs) 
(此 外 41 与 Bi 可 对 换 ，1 = 2、3、4、5). | 

再 考虑 B, 参 加 的 组 ， 由 条 件 (1)、(2) 及 hk 尽 量 小 ， 可 得 
(B,, A,, Bs),(B,, 4 B,), (也 -da Bs), (了 46、 
Bs), 

最 后 再 考虑 条 件 (2) 和 (1)， 得 到 其 它 组 的 情况 为 (B。， 
As) (Bs, As), (Bsa, As), (Bse, As), (Bs, As), (B,, 
As), (Bs, A,), (Bs, A,). 

由 上 可 见 ， 满 足 条 件 (1)、(2)、(3) 的 的 最 小 值 为 14， 


(2n)1! 


二 ， 5 e306. re = -一 - -一 一 一 ”. 一 一 
三 :因为 1 "3 "5 (2n~ 1) = Tt on 


(20)1 1 二 
ET = 27(R+1)(n+2) (n+ 1), 


由 平均 值 不 等 式 有 
NAH 十 Der a) an) Ln 士 1) + (28 二 2) 二 


‘+ (27)) 
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EH+t1) + (2m)In 32 十 1 
' 2n ~ 9 


音 
， a <1/3m+1 
所 以 1 .3。5。 “2 js 


四 、 设 先 摆 的 人 称 为 甲 ， 后 摆 的 人 称 为 乙 . 甲 可 以 把 第 
一 个 硬币 摆 在 桌 的 中 心 ， 由 于 桌面 为 中 心 对 称 图 形 ， 以 后 不 
管 乙 把 硬币 摆 在 哪里 , 甲 总 可 以 把 硬币 摆 在 与 乙 所 摆 硬 币 ( 关 
于 中 心 ) 的 对 称 的 地 方 。 这 样 ， 只 要 乙 有 地 方 摆 得 上 , 甲 总 可 
以 押 得 下 。 这 样 的 扎 法 就 能 使 
后 摆 的 人 一 定 输 。 

五 、 答 案 是 否定 的 。 

如 图 附 一 33。 

在 四 面体 0 一 48C 中 ， 

CA=CB=0O0A4A=0B, 

OC= AB 

易 证 其 四 个 面 为 全 等 的 四 
个 三 角形 。 设 每 个 面 的 面积 为 
5S. 取 AB 中 点 DD 连 CD、0D， 
则 CD14B.ODL4B、 作 OF 
平面 4CB 于 EB， 则 EE 必 在 OD 上 . 

人 SOE=h, CD=O0D=a, /LACB=20= /408。 

在 A4CB 中 ，4D=atgb,S= aztgb。 

在 人 人 OCD 中 ，0OC= AB= 2atgb .由 余弦 定理 ， 可 得 

cos /OCD= tegb。 

则 h=OCsin LOCD= 20tgb (vi- tg20)。 


《图 附 一 33》 
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3 
于 是 。 Vo-can= 二 ha= -33 "VigG( tg) 


从 而 ， 当 S 一 定时 ， 体 积 亚 随 g 的 变化 而 不 同 。 即 是 说 ， 
四 面体 的 体积 不 能 由 它 的 四 个 面 的 面积 唯一 确定 。 
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(]) 简况 


第 30 届 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 于 1989 年 7 月 16 日 至 7 
月 24 日 在 高 斯 的 故乡 ， 西 德 的 布 伦 瑞 克 举行 ， 这 次 竞赛 共有 
50 个 国家 参加 ， 日 本 等 4 国 派出 了 观察 员 。 经 过 激烈 角逐 ， 
中 国 队 在 参赛 国 中 异军突起 ， 一 举 夺 得 团体 总 分 第 一 名 .六 
名 同学 获得 4 枚 金牌 ，2 枚 银牌 。 其 中 

罗 华 章 42 分 (满分 ) ” 霍 小 明 41 分 


薪 步 星 41 分 俞 扬 41 分 
唐 若 睦 37 分 颜 华 菲 35 分 
(38 一 42 分 为 金牌 ，30 一 37 分 为 银牌 ，18 一 29 分 为 铜牌 ? 
总 分 居 前 十 位 的 国家 为 
1. 中 国 237 2。 罗 马 尼 亚 223 
3. 苏 联 217 4。 东 德 216 
5. 美 国 207 6。 捷 克 斯 洛 伐 克 202 
7. 保 加 利 亚 195 8。 西 德 187 
9. 越 南 183 10. 匈牙利 175 


(2) ”第 30 届 IMO 试 十 


第 一 天 ( 布 伦 瑞 克 ，1989,7,18) 
1。 求 证 ， 集合 {1,2,…,1989} 可 以 分 为 117 个 互 不 相交 
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的 子 集 Ai(i= 1,2,3,…,117) 使 得 

(1) 每 个 4i 合 有 17 个 元 素 ; 

(2) 每 个 Ai 中 各 元 素 之 和 相同 。 

2。 锐角 三 角形 4BC 中 ，44 角 的 等 分 线 与 三 角形 的 外 接 
圆 交 于 另 一 点 441. 点 B1、C, 与 此 类 似 ， 直 线 4441 与 B.C 两 角 
的 外 角 等 分 线 相交 于 44。。 点 Bo。、C6o 与 此 类 似 。 求证， 

(1) 三 角形 4,BoCo 的 面积 是 六 边 形 A4C,BA,CB 面 积 
的 二 倍 ; 

(2) 三 角形 4o5o。Co 的 面积 至 少 是 三 角形 .4BC 面 积 的 四 
倍 . 

3。 设 ?和 帮 是 正 整 数 ，S 是 平面 上 n 个 点 的 集合 ， 满 足 ， 

(1) S 中 任何 三 点 不 共 线 ; 

(2) 对 S 中 的 每 一 个 点 P,S 中 至 少 存在 KK 个 点 与 PP 距离 


相等 :求证 K <> on. 


第 二 天 ( 布 伦 瑞 克 ，1989,7,19) 
4. 设 4BCD 刀 是 一 个 凸 四 边 形 ， 它 的 三 个 边 4B .4 刀 、BC 
满足 4B= A4D+ BC. 四 边 形 内 ,距离 CD 为 的 地 方 有 一 点 
使 得 4P=h+ AD, BP=h+BC. 


i 
求证 > 万 + 


5. 求证 ， 对 任何 正 整数 rw， 存在 # 个 相继 的 正 整数 ,它们 
都 不 是 素数 的 整数 寡 。 
6。 设 "是正 整数 。 我 们 说 集 合 {1,2,…,2 叶 的 一 个 排列 
(xxa yxai) 具 有 性 质 已 如 果 在 {1,2,…,28- 1} 当 中 至 
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少 有 一 个 i 使 |xi 一 xin| =% 成 立 。 求 证 ， 对 于 任何 4， 具 有 人 性 
质 忆 的 排列 比 不 具有 性 质 书 的 排列 个 数 多 . 

注 ， 试 题 详细 解答 请 看 ， 

(1) 《数学 通报 》1989 年 10 期 ， 

(2)《 中 等 数学 》1989 年 5 期 (天 津 市 数学 学 会 ,天 津 师范 
大 学 数学 系 主办 ) 。 


(3) 第 30 届 1IMO 预 选 题 说 明 


各 国 向 30 届 TMO 共 提供 了 107 道 试题 (我 国 提交 的 试题 
由 于 某 种 原因 ， 组 织 委员 会 未 能 收 到 ), 选 题 委 员 会 从 中 初 选 
出 32 道 顾 供 主 试 委员 会 决定 。 这 些 题 可 以 列 成 一 个 简 表 ， 


| 
入 下 琴 供 国内 认 知 识 范 有 暑 


1 澳大利亚 B 平面 几何 、 不 等 式 
2 澳大利亚 C_ 数论 

3 澳大利亚 B 数论 

保加利亚 B- 多 项 式 、 数 论 

5 问 伦 比 亚 B 多 项 式 (不 等 式 ) 
6 捷克 斯 洛 伐 克 B 平面 几何 、 不 等 式 
7 具 兰 B 平面 几何 

法 国 A 组 合 几 何 、 不 变量 
法 国 A 数论 、 多 项 式 
2 项。 腾 C- 复数 、 函 数 方程 
加 匈牙利 A 数论 、 组 合 

12* 匈牙利 B. 组 合 

13%| 冰岛 C 平面 几何 


14 印 度 A, 平面 几何 

15 爱尔兰 C. 数论 

16 以 色 列 B， 数论 、 不 等 式 

17 蒙 二 C 组 合 几 何 

18 蒙 十 C 平面 几何 

了 9 共 紫 古 人 组 合 

20* 和 蓓 兰 A 组 会 几 何 、 不 等 式 
1 荷 兰 B 立体 几何 

224 非 律 宾 C= 组 合 

232 小 兰 A,. 组 合 

?4#| 波兰 B，| 立体 几何 

25* 南朝 鲜 A 数论 

26 南朝 鲜 C 不 等 式 

27 曼 马 尼 亚 B 数 论 

28 罗马 尼 亚 B， 平面 几何 、 不 等 式 
29 罗马 尼 亚 A 组 合 

30#4 并 典 B. 数论 

31 瑞 典 A 数论 、 不 等 式 
32 美国 C 平面 几何 


其 中 表示 选 题 委员 会 看 中 的 题 ， 人 表示 主 试 委 员 会 最 
后 选 定 的 6 道 试题 。 在 正式 试卷 上 ， 这 6 道 题 的 顺序 是 ，1. 
(22 题 ) ,2.(1 题 ) ,3.(20 题 ) ,4.(13 题 )，5.(30 题 ),6.(23 题 ) . 

所 天 示 最 难 的 题 ，B 表 示 中 等 ，C 表示 容易 。 但 这 只 是 
选 题 委员 们 的 主观 看 法 ， 未 必 人 准确 。 例 如 第 22 题 ， 需 要 构造 
出 合乎 娶 求 的 子 集 ( 命 题 委员 会 把 其 中 的 17 改 为 117 以 增加 难 
度 ) . 虽 不 算 难 题 ， 但 也 未 见得 十 分 容易 。 第 23 题 ,并 非 过 难 ， 
侣 实 上 很 多 学 生 的 解答 都 远 比 原先 提供 的 解答 简单 。 
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1989 年 亚洲 太平 洋 地 区 
数学 竞赛 简况 及 试题 


首 属 亚洲 太平 洋 地 区 数学 竞赛 于 1989 年 3 月 14 日 举行 。 

这 一 竞赛 的 目的 是 为 了 发 现 、 鼓 励 亚 太 地 区 的 有 数学 才 
能 的 学 生 ， 促 进 这 一 地 区 师 生 的 国际 交往 与 合作 。 竞赛 的 时 
间 定 在 每 年 三 月 的 第 二 个 星期 内 。 虽 然 有 统一 的 考题 ， 但 不 
需要 将 选手 集中 ， 在 各 自 的 地 区 分 开 考 试 ， 可 以 节省 许多 经 
费 . 

试题 共 5 道 ， 时 间 为 4 小 时 ， 每 道 题 7 分 。 组织. 选 题 、 
发 奖 等 大 致 与 国际 数学 奥林匹克 相同 

目前 参加 这 一 竞赛 的 有 澳大利亚 、 加 拿 大 、 新 加 坡 和 香 
港 。 预 计 1990 年 会 有 更 多 的 国家 (地 区) 参加， 其 中 包括 中 
国 ，。 

下 面 是 这 一 届 的 试题 

1. 设 X4,X2，…,Xn 为 正 实数 。 令 


5 二 XI 二 NXg": 二 Xn 


2 3 
证 明 ;(1+X1)(1+ Xa) (1 tan ltstar+a+ ,二 


ss? 


n}” 
2。 证 有 明 方 程 6(602 4+ 302 二 C2) = 5 人 2 除去 4=0=c= n=0 
外 无 正 整数 解 。 
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3.-4 .4s、 4 为 平面 上 三 点 .为 方便 起 见 , 约 定 4,= 4， 
45= 4 对 于 4= 1,2,3, 令 DB 为 4n4ari 的 中 点 ,Cn 为 A4nBn 
的 中 点 ，AnCnt1 与 BnAn+2 交 于 Da.AnBnt1 与 CnAn+s 交 于 
a。 求人 D1D2Ds 与 人 BiEoE ;面积 之 比 。 


(图 附 一 34) 


4。S 为 m 个 正 整数 对 (a,6)(1 志 a 二 b 志 ) 所 成 的 集 ， 证 
12 


a 
明 至 少 有 4m 一 = 个 三 元 数组 (a,6,0) 使 得 (a,6) ,Ca.e) 与 


(6b.c) 都 属于 S 译注 ，(a.6) 与 (0、,a) 被 认为 是 相同 的 )。 

5。 求 所 有 从 实数 集 到 实 数 集 的 、 满 足下 列 条 件 的 函数 
f: 

(1) f(x) 严 格 增加 ， 

(2) 对 所 有 实数 x，f(x) + g(x) = 2x, 这 里 g(x) 是 f(x) 
网 有 反 削 数 。 

注 ， 详 细 解 答 请 看 《数学 通报 》1989 年 第 12 期 。 
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蛤 录入 中国 数学 学 会 普及 工作 委员 会 
关于 中 学 数学 竞赛 命题 范围 
等 问题 的 通知 
(一 九 八 九 年 六 月 三 十 日 ) 


中 国 数学 会 普及 工作 委员 会 九 位 常委 在 济南 参加 了 数学 
竞赛 命题 研讨 会 ， 讨 论 并 同意 了 会 上 提出 的 关于 命题 范围 等 
问题 的 意见 ， 现 将 普 委 会 常委 会 的 决定 通知 如 下 ， 

1。 命题 范围 ”都 以 初 、 高 中 数学 教学 大 纲 为 准 。 

在 初中 联赛 ， 还 要 考 二 次 函数 、 二 次 不 等 式 、 一 元 一 次 
不 等 式 组 的 内 容 ， 平 面 几 何 考 到 “ 圆 ?这 一 章 为 止 。 

在 高 中 联赛 ， 不 考 微 积 分 、 概 率 、 向 量 、 天 数 方程 。 高 
中 联赛 第 二 试 包括 平面 几何 内 容 。 

第 一 试 都 着 眼 于 基本 知识 和 基本 技能 的 考查 ， 第 二 试 对 
能 力 的 测定 有 较 高 的 要 求 。 

2。 考 试 时 间 “初中 一 试 一 小 时 ， 二 试 一 个 半 小 时 ;高 中 
一 试 2 小 时 ， 二 试 2 小 时 。 

3。 考 试题 型 ”初中 一 试 选择 题 8 道 ， 填 空 题 4 道 , 二 试 
大 题 三 道 ( 其 中 几何 综合 题 、 代 数 综合 题 、 杂 题 各 一 道 )。 

高 中 一 试 选择 题 6 道 ， 填 空 题 6 道 ， 其 他 大 题 3 道 ; 二 
试 大 题 三 道 。 

4。 考 试 分 数 ”初中 一 试 总 分 80 分 ， 其 中 选择 题 每 题 6 
分 ， 填 空 题 每 题 8 分 ， 初 中 二 试 总 分 60 分 ， 其 中 每 题 20 分 . 
二 试 中 试题 得 分 为 4 分 一 档 ， 即 每 题 具 设 0、4、8、12、16、20 六 
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个 不 同 的 得 分 点 ， 初 中 一 、 二 两 试 总 分 为 140 分 。 

高 中 一 试 总 分 120 分 ， 其 中 选择 题 每 题 5 分 ,填空 题 每 题 
5 分 ， 大 题 每 题 20 分 ;二 试 总 分 105 分 ， 其 中 每 题 35 分 ,二 试 
中 试题 得 分 为 5 分 一 档 ， 即 每 题 只 设 0.5、10 .15 .20、.25、30、 
35 八 个 不 同 的 得 分 点 。 

以 上 意见 ， 至 人 少 三 年 不 变 。 
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编 后 记 


本 书 的 初中 部 分 出 版 后 ， 纷 纷 接 到 读者 来 信 ， 认 为 很 有 
特色 。 有 骨 有 肉 ， 有 一 定 的 开放 性 和 可 读 性 。 当 前 ， 国 内 对 
这 方面 尚 无 成 型 的 著作 ， 些 书 的 问世 ,是 一 份 探索 性 的 产物 ， 
受到 全 国 各 地 许多 学 校 的 青睐 。 

近年 来 ， 在 广大 中 小 学 教师 的 努力 下 ， 四 川 省 的 数学 普 
及 工作 和 数学 竞赛 不 断 取得 好 成 绩 .每 年 大 约 有 数 十 万 高 中 、 
初中 、 小 学 学 生 参 加 群众 性 的 各 种 级 别 的 数学 竞赛 活动 .在 
省 内 各 级 开展 课外 数学 活动 的 组 织 一 一 数学 兴趣 小 组 、 数 学 
奥林匹克 学 校 相 继 建立 ， 在 不 加 重 学 生 负 担 的 原则 下 ， 积 极 
开展 各 种 有 意义 、 有 成 效 的 活动 ， 为 国家 培养 出 一 大 批 优秀 
中 、 小 学 生 。 例 如 他 们 中 的 杰出 代表 何 宏 宇 (四 川 彭 县 中 学 ) 
是 第 29 届 国际 数学 奥林匹克 (简称 TMO) 满 分 金牌 获得 者 ; 罗 
华章 (四 川 重庆 永川 中 学 ) 在 第 30 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 上 
又 以 满分 甘 得 金牌 ， 唐 阁 曦 (成 都 树 德 中 学 ) 获 得 银牌. 

1989 年 7 月 我 国 派 斑 六 名 中 学 生 到 联邦 德国 的 布 伦 瑞 克 
(Gauss 的 故乡 ) 参 加 第 30 届 国际 数 学 奥林匹克 ， 获 得 四 枚 金 
牌 、 二 枚 银牌 。 在 50 个 参赛 国 中 ， 我 国名 列 第 一 ， 为 社会 主 
义 祖国 争光 ， 为 四 川 争光 。 

明年 (1990 年 ) 我 国 要 承办 第 31 届 国际 数学 奥林匹克 竞 
赛 ,1992 年 四 川 省 要 承办 全 国 初中 数学 竞赛 ,我 们 这 套 教材 的 
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出 版 正好 赶 上 了 这 个 时 机 ， 让 它 能 为 各 级 各 类 学 校 提 供 一 分 
有 价值 的 学 习 材 料 。 

本 书 的 作者 有 长 期 从 事 这 方面 工作 的 实践 经 验 ， 经 常 在 
四 川 各 地 举办 的 培训 班 上 讲课 ， 积 累 了 大 量 第 一 手 材 料 ， 纺 
成 的 这 套 材 料 内 容 丰 富 ， 把 方法 和 题材 熔 为 一 体 ,灵活 多 变 ， 
举一反三 。 作 者 在 书 中 提出 的 “三 化 《即将 问题 具体 化 ,特殊 
化， 简单 化 )* 四 想 ”( 即 联想 、 猜 想 、 推 想 . 异 想 ) 等 别开生面 
的 有 效 办 法 ， 使 人 耳目 一 新 。 ” 

由 于 数学 奥林匹克 竞赛 试题 所 涉及 的 知识 面 较 广 ， 不 仅 
有 传统 的 内 容 ， 而 且 还 有 不 少 近 现代 的 新 知识 ， 所 以 本 书 作 . 
者 又 在 如 何 扩大 知识 面 ， 如 何 作 好 参赛 准备 ， 如 何 沉着 应 战 
力争 优异 成 绩 方面 ， 提 出 了 许多 颇 有 战略 眼光 的 分 析 ， 对 于 
广大 数学 爱好 者 都 是 很 有 价值 的 。 


1989 年 12 月 


人 奥林匹克 数学 竞 
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